XXX Coloquio Victor Neumann-Lara

de Teoria de las Graficas, Combinatoria y sus Aplicaciones

Oaxaca, Oaxaca, del 2 al 6 de marzo de 2015

Editores

Eduardo Rivera Campo
Gelasio Salazar Anaya

Institfuto de
Matemdticas

SOCIEDAD
8V Ar) MATEMATICA

MEXICANA







XXX Coloquio Victor Neumann-Lara de Teoria de Graficas, Combinatoria y sus Aplicaciones

Presentacion

El Coloquio Victor Neumann-Lara de Teoria de las Gréficas, Combinatoria y sus Aplicaciones se celebra
cada ano desde 1985. El Coloquio retine a los investigadores nacionales que trabajan en dreas afines a
la Combinatoria y a sus estudiantes. Es un evento académico abierto, en donde se enriquece y fortalece
la investigacién a nivel nacional, se promueve la colaboracién internacional a través de la invitacién de
investigadores de otros paises, y se acerca a los estudiantes a la investigacién en las distintas areas de la
Combinatoria.

En 2015, el coloquio celebrard su 30% edicién en la Ciudad de Oaxaca del 2 al 6 de marzo con la
participacion de los conferencistas invitados Camino Balbuena, Clara Grima, Pavol Hell y Jorge Ramirez
Alfonsin. Para conmemorar esta ocasién, el Comité Organizador decidié reunir en este volumen los
resimenes de las ponencias que se presentaran en el coloquio.
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Descomposiciones del politopo de bases de un matroide*

Jorge Luis Ramirez Alfonsin'

Resumen

Una descomposicion del politopo de bases P(M) de un matroide M es una descomposicién de la
t
forma P(M) = |J P(M;) donde cada P(M;) es también el politopo de bases de algin matroide M;,
i=1
y para cada 1 < i # j <, la interseccién P(M;) N P(M;) es una cara de ambos P(M;) y P(M;).

En esta pldtica discutiremos resultados sobre la existencia (y la no existencia) de tales descom-
posiciones en dos o més partes.

Palabras Clave. Matroide. Politopo de Bases.

1 Introducciéon

Un matroide M = (E,B) de rango r es un conjunto finito £ = {1,...,n} junto con una coleccién no
vacfa B = B(M) de subconjuntos de E de cardinal r (llamados bases de M) que verifican el siguiente
azioma de intercambio de bases:

si B1,By € By e € By \ By entonces existe f € By \ By tal que (B; —e)+ f € B.

La familia de conjuntos independientes de M, denotada por Z(M), consiste de todos los subconjuntos
de las bases de M.

Definicién 1 EI politopo de bases de un matroide M = (E,B) es definido como la envoltura convexa
de los vectores incidentes de las bases de M, esto es,

P(M) = conv{z e; : B una base de M} ,
i€B
donde e; denota el i-ésimo vector de la base canénica de R™.

P(M) es un politopo de dimensién a lo mas n — 1. Observemos que P(M) es una cara del politopo de
conjuntos independientes I(M) el cual es obtenido como la envoltura convexa del conjunto de vectores
incidentes de los independientes de M. Estos politopos fueron inicialmente estudiados por Edmonds [6].

Definicién 2 Una decomposicion del politopo de bases P(M) es una descomposicion de la forma

donde cada P(M;) es también el politopo de bases de algiin matroide M;, y para cada 1 <1i # j <t, la
interseccion P(M;) N P(M;) es una cara de ambos P(M;) y P(Mj;).

*Trabajo realizado con apoyo de ANR TEOMATRO grant ANR-10-BLAN 0207
tUniversité Montpellier 2, jramirez@um2.fr
1
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Diremos que P(M) es descomponible si su politopo de bases tiene una descomposicién con ¢ > 2
(indescomponible en caso contrario). Una descomposicién es llamada particién por hiperplano si t = 2.

Este tipo de descomposiciones han aparecido en diferentes contextos. Por ejemplo, fueron tratadas por
Hacking, Keel y Tevelev [7, Section 3.3] en relacién a la compactificacion de ciertos espacios de arreglos
de hiperplanos (ver también [8] y [9, Section 2.6]), por Speyer [13, 14] con respecto a espacios tropicales
lineales y por Lafforgue [10, 11] durante el estudio de compactificaciones de las celdas de Schubert
finas de los Grassmannianos. En particular, el trabajo de Lafforgue implica que para un matroide
M representado por vectores en F”, si P(M) is indescomponible, entonces M serd rigido, esto es, M
tendrd solamente un nimero finito de realizaciones (considerando escalas y la accién de GL(r,F)). Més
recientemente, Billera, Jia y Reiner [2] (ver también Luoto [12]), Speyer [13, 14], Derksen [5] y Ardila,
Fink y Rincon [1] han estudiado diferentes funciones matroidales que se comportan como valuaciones
con respecto a la decomposicién del politopo de bases asociado.

2 Resultados conocidos

Por lo visto arriba es de mucho interés saber cuando un politopo de bases de un matroide es descom-
ponible o no. Desafortunadamente no se conoce muchos sobre la existencia de tales descomposiciones
aun en el caso mas sencillo cuando t = 2.

Kapranov [8, Section 1.3] demostré que todas las descomposicions de matroides de rango dos (apropi-
adamente parametrizados) pueden ser obtenidos como una sucesién de particiones de hiperplanos. En
[2], Billera, Jia y Reiner encontraron cinco matroides de rango tres con 6 elementos cuyos politipos de
bases son indescomponibles. Ellos también demostraron que P(M) puede descomponerse en tres partes
(cada una indescomponible) donde M es el matroide de rango tres con elements {1,...,6} teniendo
como bases todas las tripletas excepto {1,2,3},{1,4,5} and {3,5,6}. Mds atn, ellos demostraron que
esta descomposicién no puede ser obtenida con una sucesién de particiones de hiperplanos.

3 Divisiones de hiperplanos

Sea M = (E,B) un matroide de rango r y sea A C E. Recordemos que el conjunto de independientes
de la restriccion de M a A, denotado por M| 4, estd dado por Z(M|4) ={I C A: T €I(M)}.

Definicién 3 Sea (E1, E») una particién de E, talque E = EyUFEy y EyNEy =0. Sear; >1,1=1,2
el rango del matroide M|g,. Diremos que (E1, Es) es una buena particién si existen enteros 0 < a; < 11
v 0 < ag < re con las siguientes propiedades:

(Pl)ri+reo=r+a;+ay

(P2) para todo X € Z(M|g,) con |X| <1y —ay y paratodoY € Z(M|g,) con |Y| < ry — ay tenemos
XUY € Z(M).

Lema 1 Sea M = (E,B) un matroide de rango r y sea (E1, E3) una buena particién de E. Sea
B(Ml) = {B € B(M) : ‘BOE1| S T1 7a1} y B(Mz) = {B S B(M) : |BﬂE2| S ) 7(12}.

donde 1; es el rango del matroide M |g,, i = 1,2 y a1, ag son enteros que satisfacen las propiedades (P1)

y (P2). Entonces, B(M,) y B(Ms) son las familias de bases de los matroides M; y M, respectivamente.

Teorema 2 [3] Sea M = (E, B) un matroide de rango r y sea (E1, E3) una buena particién de E. Sean
My y Mj los matroides dados por el lema 1. Entonces, P(M) = P(My) U P(M>) es una particién por
hiperplanos no trivial.

3.1 Matroides uniformes

Diremos que dos particiones por hiperplanos P(M7) U P(Ms) y P(M]) U P(MJ}) de P(M) son equiv-
alentes si P(M;) es combinatoriamente equivalente a P(M!) para cada i = 1,2, esto es, las latices de
caras correspondientes son isomorfas (en caso contrario diremos que las particiones de hiperplanos son
diferentes).

2
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Definicién 4 El matroide uniforme, denotado por U, ,, tiene n elementos y sus bases son todos los
subconjuntos de {1,...,n} de cardinal r.

Corolario 3 [3] Sean n > r + 2 > 4 enteros. Sea h(U,,) el nimero de particiones de hiperplanos
diferentes de P(U,.,,). Entonces, h(U,,) > | %] — 1.

3.2 Suma directa

Sea My = (E1,B) y My = (Es,B) matroides de rango 1 y 7o respectivamente dénde F1 N Ey = (. La
suma directa, denotada por M7 @ M, de los matroides M; and Ms tiene como conjunto base la unién
disjunta E(M; @ M3) = E(M;) U E(Ms) y como conjunto de bases B(My @ My) = {B1 U B|B; €
B(My), By € B(M>)}.

Teorema 4 [3] Sean My = (E1,B) y My = (E», B) matroides de rango r1 y ro respectivamente donde
Ey N Ey = 0. Entonces, P(My & Ms) tiene una divisién de hiperplano no trivial si y solo si P(M1) o
P(Ms) tiene una divisién de hiperplano no trivial.

3.3 Matroide binario

Teorema 5 [3] Sea M un matroide binario. Entonces, P(M) no tiene una particion por hiperplano no
trivial.

Corolario 6 [3] Sea P(M) el politopo de bases de un matroide que tenga el hipercubo como 1-esqueleto.
Entonces, P(M) es indescomponible.

4 Sucesion de particiones por hiperplanos

Una pregunta natural es la siguiente: dado un politopo de bases P(M) de un matroide M jes posible
encontrar una sucesién de separaciones por hiperplanos que de una descomposicién de P(M)? esto es jes
posible encontrar una separacién por hiperplano de P(M) tal que una de las dos partes obtenidas tenga
una separacion por hiperplano tal que a su turno, tenga una separacién por hiperplano continuando asi
se obtiene una descomposicién de P(M)?

Una de las dificultades cuando se aplica una sucesién de separaciones por hiperplanos es que las
intersecciones obtenidas tiene que ser el politopo de bases de un matroide y, en general, la interseccion
de matroides no es siempre un matroide, por ejemplo , B(M7) = {{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}} y B(M2) =
{{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{3,4}} son matroides pero B(M;) NB(M2) = {{1,3},{2,3},{2,4}} no lo es.

Definicién 5 Sea M = (E,B) un matroide de rango r y sea A C E. Sea t > 2 un entero tal que r > t.

t
Sea E = |J E; una t-particion de E = {1,...,n} y sear; = r(M|g,) > 1, i =1,...,t. Diremos que
i=1

1=

t
\J E; es una buena t-particién si existen enteros 0 < a; < r; con las siguientes propiedades :
i=1

t
(Ql) r= Z Qs
i=1
(Q2) (a) Para todos los indices j con 1 < j <t—1
si X € I(M|g,u...ug,) con |X| < a1 yY € Z(M|g,,,u.-uE,) con [Y| < ay,
entonces X UY € Z(M).

(b) Para todo par j,k con1 <j<k<t—1

j k
siX € I(M|g,u..uB,) con | X| < > a;, Y € Z(M|g,,,u..ug,) con|Y| < > a;y Z € Z(M|g,,,u..uE,)
i=1 i=j+1

t
con |Z| < > ay, entonces X UY UZ € Z(M).
i=k+1 5
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Notemos que una buena 2-particién dada por (Q2) (a) con ¢t = 2 es una buena particién previamente
definida arriba.

t

Lema 7 Sea t > 2 un entero y sea E = |J E; una buena t-particién con enteros 0 < a; < r(M|g,),
i=1

i=1,...,t. Sea

B(Ml) = {B S B(M) : |BﬂE1| < Cll}

y, para cada j =1,...,t, sea

j—1 j—1 J J
&Mﬁ:{BeBwﬂ:wﬂEﬂ>ah“wBHLJEA>§:WABDUEH<§:%}
=1 i=1 =1 =1

Entonces, B(M;) es la coleccién de bases de matroides para cada i =1,...,t.

¢

Teorema 8 [4] Sea t > 2 un entero y sea M = (E,B) un matroide de rango r. Sea E = |J E; una
i=1

buena t-particién con enteros 0 < a; < r(M|g,), @ = 1,...,t. Entonces, P(M) es una sucesion de t

divisiones de hiperplanos obteniendo una descomposiciéon

donde M;, 1 < i <'t, son los matroides dados por el Lema 7.

4.1 Matroides uniformes

Corolario 9 [4] Sean n,r,t > 2 enteros tales que n > r+t y r > t. Sea ps(n) el nimero de descom-
posiciones del entero n de la forma n = Zt: p; con p; > 2 y sea hy(Uy.,,) el niimero de descomposiciones
de P(U,,,) ent partes. Entonces, ht(UT.;:)lZ pe(n).

4.2 Suma directa

Teorema 10 [4] Sean My = (E1,B) y My = (Fs, B) matroides de rango r1 y ro respectivamente donde
Ey N Ey = 0. Entonces, P(M, © M) admite una sucesién de separaciones por hiperplano si P(M7) o
P(Ms;) admite una sucesién de separaciones por hiperplano.
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Técnicas cuanticas para la evolucion de grafos aleatorios

Enrique F. Borja* Clara Grimalf Alberto Marquez? Reyes Zambrano$

Resumen

Con la idea de modelar el comportamiento de diversas redes sociales a lo largo del tiempo,
mostramos algunos resultados preliminares sobre evolucién de grafos aleatorias empleando técnicas
inspiradas en la mecédnica cudntica. Presentaremos el formalismo y veremos como podemos pasar de
una descripciéon microscépica a una descripcién macroscépica. Por ultimo, compararemos nuestro
modelo con los bien conocidos grafos de Erdés-Rényi.

Palabras Clave. Grafo aleatorio. Hamiltoniano. Operadores de creacién y destruccién. Erdés-
Rényi.

1 Introduccion

La evolucién temporal de grafos es un tema de candente actualidad. La aparicion de las redes sociales,
y su importancia comercial y politica, nos obliga a mejorar nuestra capacidad de modelado de dichos
sistemas.

Para ello, introducimos un modelo que nos permite describir la evolucién temporal de los valores
esperados de las caracteristicas de los grafos a dos niveles. Por un lado podemos modelar el compor-
tamiento microscépico de las aristas entre nodos tal y como se hace en los trabajos clasicos. Por otro
lado, podemos acercarnos a las técnicas de las grafos aleatorios exponenciales donde se trabaja con colec-
tivos siguiendo el espiritu de la mecéanica estadistica en fisica. Para acometer este objetivo aplicamos
las técnicas de la mecdnica estocastica de Baez et al. que toman su inspiracién en la mecanica cuantica.
Esto nos permite describir los procesos de creacién y destruccion de las aristas entre nodos del grafo.
Esta idea tiene como ventaja que podemos aplicar las ideas cuanticas sin tener que enfrentarnos a los
problemas derivados de su formulacién en espacios de Hilbert complejos y del omnipresente principio de
indeterminacién de Heisenberg.

2 Breve resumen sobre mecdnica estocastica

En esta seccién vamos a introducir los elementos esenciales de la mecédnica estocéstica [1] que empleare-
mos a lo largo de este trabajo. Por razones de espacio y para mantener la claridad de la exposicién
omitiremos los detalles técnicos.

Queremos describir un sistema (la evolucién de un grafo que modela una red dindmica) que estd
definido segin el nimero de constituyentes (nodos) del mismo. El ndmero de constituyentes se repre-
sentan por n. En este contexto supondremos que dichos elementos constituyentes del sistema se pueden
crear y destruir. Profundizaremos en ello en lo que sigue pero ahora tenemos que introducir el concepto
de estado.

Un estado ¥ en mecéanica estocastica se define como una serie de potencias formal en la variable z.

U = Z’(/ann, (1)

*Universidad de Sevilla (Espaia
fUniversidad de Sevilla (Espaiia
fUniversidad de Sevilla (Espaiia,
8 Universidad de Sevilla (Espaiia

, efernandez19Qus.es

, grima@us.es

, almarQus.es

, mzambranol6@alumno.uned.es
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donde los coeficientes de la serie 1, son las probabilidades de que nuestro sistema tenga un nimero n
de constituyentes. Por supuesto, tenemos que asegurar la condicién

n=0

Llegados a este punto tenemos que introducir los operadores de creacién y de destruccién. Un operador
de creaccién se denota por al y su actuacién sobre un estado es simplemente la multiplicacién por z. Si
tomamos el estado ¥ = 2" la actuacién del operador a' viene dada por

alz" = 2"t (3)

Por otro lado, el operador de destruccién, que denotaremos por a, actia como un operador de
derivacién d/dz. Su actuacién sobre el anterior estado da lugar a

n
n_ dz

az"' = —— = 2" L (4)

Es interesante calcular el conmutador entre estos dos operadores,

[a, aT] =1, (5)

Este conmutador define completamente el adlgebra de los operadores que vamos a definir y sera de
gran utilidad en lo que sigue. De hecho, en mecanica cuantica esta relacion es la que define de forma
abstracta los operadores de creacién y destruccién. Dicho nombre es totalmente apropiado dados los
términos en los que hemos definido los estados y la actuacién de dichos operadores. Por supuesto, se
cumple que [a,a] = [af,al] = 0.

Un operador interesante es el operador nimero, A, que es el que cuenta el nimero de constituyentes
del sistema. Este operador expresa en términos de los operadores a y a' del siguiente modo,

A=adla, (6)

empleando las relaciones de conmutacién entre a y al obtenemos los siguientes conmutadores, [A4, A] = 0,
[A,a'] = a' y [A,a] = —a La evolucién temporal de los estados vendré definida por la accién de un
operador lineal, el Hamiltoniano, representado por H y que definiremos apropiadamente en la siguiente
seccién para el caso que nos ocupa.

En este trabajo estamos interesados en el estudio de la evolucion temporal de los valores esperados
de distintos observables del sistema. Sea O un operador construido con operadores a y af. Para llegar
a los resultados de interés introduciremos una notaciéon compacta til en los calculos.

Denotaremos la relacién (2) por > . Para que la evolucién temporal esté bien definida se tienen que
cumplir las siguientes relaciones:

D atw=3"v, (7)

D al =Y AU, (8)

El valor esperado del operador O se define como (O) = > OW. Su evolucién temporal viene dada por
la siguiente expresion,

%<0> => OHV. (9)
8



XXX Coloquio Victor Neumann-Lara de Teoria de Graficas, Combinatoria y sus Aplicaciones

3 El Hamiltoniano definido para grafos

La herramienta fundamental que hard modificar nuestro grafo a lo largo del tiempo es el Hamiltoniano.

Definiremos nuestro grafo G de la forma usual dado un conjunto V'de n nodos y un conjunto de aristas
E. Los nodos seran indexados por letras latinas mintsculas i, j, ... que tomaran valores de 1 a n. Las
aristas se denotaran por el par de nodos que unen, asi ¢j denotard la arista entre el nodo ¢ y el nodo
j. Segun la imagen que estamos construyendo podremos construir aristas entre dos nodos aplicando un
operador de creacién entre los nodos implicados, por lo tanto, al-tj creard una arista entre los nodos i
y j. Los operadores de destrucciéon actuan de forma analoga. Por ahora nos centraremos en grafos no
dirigidos y sin autolazos.

En este caso tenemos que extender las relaciones de conmutacién para este caso de la siguiente forma

[akh ajj] = Okl,ij (10)

donde la d4;;; es una delta de Kronecker generalizada, que tal y como definiremos las sumas sobre
vértices y teniendo en cuenta las caracteristicas de los grafos en las que estamos trabajando, toma el
valor 1 cuando los operadores actian sobre las misma arista y toma el valor 0 cuando actian sobre
aristas diferentes.

Podemos definir el operador que cuenta las aristas entre un par de nodos

Aij = a;fjaij, (11)

no es dificil notar que este operador es la representacién en nuestro modelo del elemento 75 de la matriz
de adyacencia. Por tanto, nuestro modelo tiene que tener los ingredientes necesarios para asegurar que
dichos operadores solo pueden tener autovalores 0 o 1. Este es un punto sutil que esté relacionado con
el cardcter fermiénico de las aristas de la grafica. Dicho de otro modo, las multiaristas entre un par de
nodos no estan permitidas.

Las relaciones de conmutaciéon que involucran a los operadores A;; que utilizaremos en los calculos
que siguen son:

(A, Aij] =0,
[Akt, aij] = —akiO,ij,

[Akla GH = aLl(Skl,ij-

3.1 EIl Hamiltoniano

Con las herramientas que hemos definido en anteriormente estamos en disposicién de construir nuestro
Hamiltoniano. Este operador contendra diversas partes teniendo cada una de ellas un significado en la
evolucién del grafo. En estas lineas que siguen definiremos cada una de las contribuciones del Hamilto-
niano.

Hamiltoniano libre
El Hamiltoniano libre simplemente da cuenta del nimero de aristas presentes en el grafo.

Hy=7%Y_> Ay, (12)
i j<i

donde 7y es un parametro real que tiene que ser fijado dependiendo de las propiedades del grafo.

Hamiltoniano aleatorio
En esta parte del Hamiltoniano se tiene en cuenta la posibilidad de que dos nodos cualesquiera del
grafo se interactiien entre si creando o destruyendo una arista entre ellos.

Hrp=a) Y (a, = 1)(1—Ay)+ 8D (ai; — Aiy), (13)

i j>i i g>i

9
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donde « y 8 son pardametros reales que cumplen o + 5 = 1.
El Hamiltoniano total sera por tanto

H=H,+ Hp

Como veremos en la proxima seccion la unica parte de Hamiltoniano que genera evolucion temporal
es el Hr dado que Hy conmuta con todos los observables que vamos a estudiar al estar estos construidos
como composicion de operadores del tipo A;;.

4 Erdos-Rényi

En esta seccién exponemos cémo nuestro modelo puede recuperar el comportamiento de un grafo aleato-
rio de Erdés-Rényi,[2], en términos de los valores promedio de cantidades medibles en el grafo. El modelo
nos da la evolucion temporal de estos valores promedio y se recuperan los resultados conocidos en el
limite de tiempos de evolucién grandes.

Nimero total de Aristas
El ntimero total de aristas de nuestro grafo como £ =}, >, A La evolucién temporal del valor
promedio de este observable viene dado por:

d

—(F) =Y FEHRV. 14

\E)=) EHg (14)
El resultado, para un estado inicial ¥y = 1, el grafo sin aristas, tiene la forma

(E(t)) = om(nQ— 1 an(nQ— 1)64. (15)

Se puede calcular cualquier otra magnitud relevante del grafo como el grado promedio de un nodo,
el nimero de caminos de longitud 2, el nimero de 2-estrellas, etc. Todos los resultados son idénticos
asintéticamente con los resultados conocidos de este tipo de grafos.

Empleando estos resultados podemos acometer el estudio estadistico de un colectivo de grafos aleato-
rios [3]. Para ello utilizamos la funcién de particién del sistema suponiendo que el promedio del niimero
total de aristas estd fijado. La funcién de particién estd definida por

7 = Z€<Ho> =(1+ 670)(;‘)7 (16)
g

donde G es el colectivo de todos los grafos posibles considerando que son todas equiprobables e im-
poniendo un valor esperado del nimero de aristas. A partir de este resultado es trivial recuperar la
distribucién de probabilidad de Erdés-Rényi para obtener un grafo concreto dentro del colectivo.

P(G) = (1 fLWZ%)(D (1 +1€%>('5)—<E> an
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Sobre el orden de las jaulas con una pareja de cinturas prefijada*

C. Balbuena' J. Salast

Resumen

Una (k; g, h)-grafica es una k-regular gréfica con pareja de cinturas (g, h) donde g es la cintura de
la gréfica, h es la longitud de un ciclo més pequeno de diferente paridad que gy g < h. Una (k; g, h)-
jaula es una (k;g, h)-gréafica con el menor nimero posible de vértices denotado por n(k;g,h). En
[4], Harary y Kévacs plantearon la conjetura n(k; g, h) < n(k, h) para todo k > 3,9 >3, h > g+ 1.
En este trabajo probamos esta conjetura para toda (k; g, h)-jaula con g impar suponiendo que una
(k, h)-jaula bipartita exista. Y cuando g es par probamos la conjetura para h > 2g — 1, suponiendo
que una (k, g)-jaula exista.

Palabras Clave. Grafica. Jaulas. Pareja de cinturas.

1 Introducciéon

En [4], Harary and Kévacs generalizaron el concepto de (k, g)-jaulas reemplazando la condicién de la
cintura con una pareja de cinturas (g,h), (i.e. g es la cintura del grafica, h es la longitud del ciclo
més pequenio de diferente paridad que g y ¢ < h). En ese trabajo los autores probaron la existencia
de (k; g, h)-jaulas con 3 < g < h, y obtuvieron la siguiente desigualdad: n(k;g,h) < 2n(k,h). Tambén
probaron que si k > 3 y h > 4, entonces n(k;h — 1,h) < n(k,h), y establecieron la conjetura siguiente.

Conjectura 1 ([4]) n(k;g,h) < n(k,h) paratodok >3,9>3, h>g+1.

Los valores exactos n(k; 4, h) se estudiaron en [5, 7, 9] y los valores exactos de n(3; 6, h) parah = 7,9,11
se determinaron en [2]. Todos estos valores cumplen la Conjetura 1. En [1] se probé la desigualdad
estricta n(k;h — 1,h) < n(k,h) para k >3y h > 4.

Queremos enfatizar que toda (k, g)-jaula conocida con cintura par g, es bipartita y se conjetura que
todas las jaulas con cintura par son bipartitas [6, 8]. En este aspecto, hay un resultado (c.f. [?]) que
establece que todas las (k, g)-jaulas con cintura par g y tal que tienen exceso e = n(k, g) —ng(k,g) < k—2
son bipartitas. De aqui que el requisito de la existencia de (k, g)-jaulas bipartitas para g par, es natural.

En primer lugar probamos la Conjetura 1 cuando la cintura (mds pequefia) g es impar supuesto que
existe una (k, h)-jaula bipartita con g < h. También probamos que n(3;5,8) = 18. En segundo lugar
estudiamos la Conjetura 1 cuando la cintura (més pequena g es par, y probamos la desigualdad estricta
n(k;g,h) < n(k,h) si h > 2g — 1 suponiendo que existe una (k, g)-jaula bipartita. Ademds, probamos
la conjetura para cinturas ¢ = 6,8,12y k = g+ 1, donde ¢ > 2 es una potencia de primo.

2 Conjetura 1 vale para pareja de cinturas (g, h) con g impar

Teorema 1 Sea h > 6 par y k > 3. Supongamos que existe una (k, h)-jaula bipartita. Si g > 5 es un
nimero impar tal que h/2+ 1 < g < h, entonces

(h—g—3)/2 4
(ks g, h) < n(k,h) =2 Y (k=1 = (k=190 for h > 8;

T = i=0
n(k,h) -1 for h = 6.

*Trabajo realizado con apoyo del Ministerio de Educacién y Ciencia de Espana, y el Fondo Europeo Regional para el
Desarrollo (ERDF) bajo el proyecto MTM2011-28800-C02-02

T Universitat Politécnica de Catalunya, m.camino.balbuena@upc.edu

fUniversitat Politécnica de Catalunya, julian.salas@upc.edu
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Teorema 2 n(3;5,8) = 18. (ver Fig. 1)

Figura 1: Un (3;5, 8)-grafica de 18 vértices

Teorema 3 Sea h > 6 par y k > 3. Supongamos que hay una (k, h)-jaula bipartita. Si g es un nimero
impar tal que g < h/2 — 1, entonces n(k; g, h) < n(k,h).

Teorema 4 Sea h = 2 (mod 4) y k > 3. Supongamos que hay una (k, h)-jaula bipartita. Entonces
n(k;h/2,h) < n(k,h).

3 Conjetura 1 vale para pareja de cinturas (g,h) con g pary h > 2g — 1

En [2] se calculan los valores exactos n(3;6,7) = 18, n(3;6,9) = 24 y n(3;6,11) = 28. También se
prueba que 1(3;6,h) < £(10h + 2k) para 0 < k <2y h =k mod (3). Como consecuencia obtenemos el
corolario siguiente donde se muestra que la Conjetura 1 vale para toda jaula cibica de pareja cinturas
(6, h).

Corolario 5 n(3;6,h) < n(3,h).

Para continuar estudiando la Conjetura 1 para toda (k; g, h)-jaula con g par y h impar, introducimos
una construccién que resulta muy til para romper ciclos cortos al tiempo que se preserva la regularidad
v la cintura par.

Definicién 1 Sean G, H dos gréficas vértice disjuntas, uwv € E(G) y st € E(H). Definimos un nuevo
grafica G**T' s H, al que llamamos insercién de (G,uv) en (H, st), de la forma siguiente:

o V(G"T . H)=V(G)UV(H)
o E(G™TH) = (E(G)\ {uv}) U(E(H)\ {st}) U {us,vt}.

Teorema 6 Sea k > 3 y g > 6 par. Entonces n(k;g,2g — 1) < 2n(k,g) suponiendo que existe una
(k, g)-jaula bipartita.

Demostracién. Sea G una (k,g)-jaula bipartita con k > 3y g > 6. Sea uwv € E(G) una arista de
un girdle a de G, consideremos el grafica inserciéon G%*T',,,G’, donde G’ es una copia vértice disjunta
de G y denotemos por z' € V(G') la copia del vértice x € V(G). Sea Ng(v) —u = {v1,v2,..., 051},
supongamos que v; € V(«) ysea w € (Ng(v1) —v) NV (a). Construimos una nuevo gréfica H a partir
de G**T,1,v G' como sigue:

- Se eliminan las aristas vve y viw y se anaden las aristas vw, v1vs.
- Se eliminan las aristas viz (en G viz' (en G’ se anaden las aristas viz’,v}x para todo
1 » Y1

x € N(vy) \ {v,w}. .
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- Sik > 4, se eliminan las aristas v;z (en G) y v}z’ (en G’) y anadimos las aristas v}z, v;z’ para todo
z€ N(v)\{vtei=3,....,k—1.

La demostracién consiste en probar que el grafica H es una (k; g,2g — 1)-gréfica de donde se deduce que

n(k; g,29 —1) < 2n(k,g). 0

Lema 7 Seak > 3, g > 6 par yl un entero tal que 1 <1 < g/2—1. Entonces n(k;g,g+20—1) < 4n(k, g)
suponiendo que existe una (k, g)-jaula bipartita.

Teorema 8 Sea k > 3, ¢ > 6 par y supongamos que hay una (k,g)-jaula bipartita. Entonces
n(k;g,mg+1r) < (k(m—1)+4)n(k,g) para m > 1 y r cualquier nimero impar tal que 1 <r < g — 1.

Ademds, cuandor =g — 1, n(k;g,(m+1)g — 1) < 2mn(k, g).
Teorema 9 Supongamos que existe una (k, g)-jaula bipartita con k > 3 y cintura par g > 6. Entonces
n(k; g, h) < n(k,h) para h > 2g — 1 impar excepto para k =3 y h = 2g + 1.

Demostracién. Supongamos h = 2g — 1. Usando la cota de Sauer n(k,g) < 4(k — 1)973, cf. [3],
y Teorema 6, se sigue que n(k;g,2g — 1) < 2n(k,g) < 8(k —1)973 < k(k —1)93 + k(k — 1)972 <
no(k,2g — 1) < n(k,2g — 1), y por tanto el teorema es vélido.

Cualquier h > 2g+ 1 se puede expresar como h = mg-+1r param > 2y r impar tal que 1 <r < g—1.
Entonces h = mg+1r < (m+ 1)g — 1 para todo r impar tal que 1 <r < g — 1. Tenemos

(mg+r—3)/2
n(k,mg+r) >no(k,mg+r)=1+k Y (k=1)">k(k—1)tmstr=9/2,
=0
Parak>4dym>20k=3, m=2yr>3,0k=3ym >3 tenemos
k(k —1)matr=3)/2 5 (k(m — 1) + 4)4(k — 1)975.
Usando la cota de Sauer n(k,g) < 4(k —1)973 [3], y Lema 8 se sigue que
k(k — 1) =3/2 > (k(m — 1) + 4)n(k, g) > n(k; g, mg + 1),

y por tanto el resultado vale. O

Corolario 10 Para toda cintura g = 6,8,12 y toda potencia de primo q > 2 se tiene n(q + 1;g,h) <
n(q+ 1, h) para todo mimero impar h > g.
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La grafica de apareamientos perfectos restringida
a una familia de ciclos*

Ana Paulina Figueroal Juldn Fresant Eduardo Rivera-Campo’

Resumen

Dada una familia de ciclos C' de una grafica G, definimos M (G, C) como la gréfica que tiene
como vértices a los apareamientos perfectos de G y en la cual L y N son adyacentes si su diferencia
simétrica es un ciclo en C. En este trabajo damos condiciones necesarias y condiciones suficientes
para que M (G, C) sea conexa.

Palabras Clave. Gréfica de apareamientos. Ciclo extensible. Conexidad.

1 Introducciéon

Dada una gréifica G = (V, E), un apareamiento M es un subconjunto de aristas de G tales que cada
vértice en V incide a lo mas con una arista en M. Un apareamiento M de G es perfecto si todo vértice
de G es incidente con alguna arista de M.

Los problemas de maximizacion de apareamientos y apareamientos perfectos se pueden plantear como
problemas de programacién entera. El problema de maximizaciéon de apareamientos perfectos, PM, se
plantea definiendo una variable z. para cada arista e € E con peso ¢, y una restriccién para cada vértice
u € V como sigue:

Maximizar ) __p ccZ. sujeto a

eckE

YeluZe=1 YueV

rz. €N VeeF

En este problema, e 1 u denota que la arista e incide con el vértice u. Si en lugar de trabajar el PM
como un problema de programacién entera lo planteamos como un problema de programacién lineal
(conocido como problema de apareamientos perfectos fraccional PM F), se puede solucionar en tiempo
polinomial. Una forma de hacerlo es via el politopo de apareamientos perfectos, P(G), que es la cerradura
convexa de los vectores de incidencia [4]. Es decir,

P(G) = conv{xps : M es un apareamiento perfecto de G},

donde se identifica a cada apareamiento M con el vector de incidencia x; C RIP! definido por:

o = lsiee M
Mle =11 0 de lo contrario.

Si nos concentramos en las gréaficas bipartitas, entonces esta transformacion del problema entero al
problema lineal cobra sentido puesto que sabemos que en la familia de graficas bipartitas, el PMF
obtiene soluciones para PM.

En todo el manuscrito G es una grafica con un nimero par de vértices y con al menos un apareamiento
perfecto. Para cada ciclo o0 de G denotaremos también con ¢ a su conjunto de aristas.

*Con apoyo de Conacyt.

TDepartamento de Matematicas, ITAM, ana.figueroa®itam.mx

fDepartamento de Mateméaticas Aplicadas y Sistemas, UAM-C, jfresan@correo.cua.uam.mx
8Departamento de Mateméticas, UAM-I, erc@xanum.uam.mx
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La grdfica de apareamientos de G es la grifica M(G) que tiene un vértice por cada apareamiento
perfecto de G y en la que dos apareamientos L y N son adyacentes si su diferencia simétrica LAN es
un ciclo o.

La gréifica M (G) es isomorfa a la grifica esqueleto del politopo de apareamientos perfectos P(G): dos
apareamientos M y N son adyacentes en M (G) si y sélo si los vectores correspondientes xp; y Xy son
adyacentes en P(G).

Es conocido (y fécil de ver) que M (G) siempre es conexa pues si L y N son apareamientos perfectos
de G, entonces LAN es unién de cierto nimero k(L, N) de ciclos ajenos cuyas aristas alternan entre L
y N y por lo tanto L y N estan conectados en M(G) por una trayectoria de longitud a lo mas k(L, N).

Se sabe que la grafica de apareamientos perfectos es hamiltoniana [5]. Diversos autores han estudiado
variaciones del problema para gréficas bipartitas planas [6-14] y para gréficas geométricas [1,2].

Sea C' una familia de ciclos pares de G. La grdfica de apareamientos de G restringida a C' es la
subgréfica generadora M(G,C) de M(G) en la que dos apareamientos L y N son adyacentes si L y
N son adyacentes en M(G) y el ciclo 0 = LAN pertenece a la familia C. En este trabajo damos
condiciones necesarias y condiciones suficientes para que la grafica M (G, C) sea conexa.

Una arista e de una grafica G es esencial si e es arista de algun apareamiento perfecto de G. Una
grafica G es elemental si la subgréfica de G inducida por sus aristas esenciales es conexa.

2 Condicién necesaria

Un ciclo par ¢ de una grafica G es ciclo extensible si existe un apareamiento perfecto L de G tal que o
es L alternante. Alternativamente o es extensible si existen dos apareamientos perfectos L y N de G
tales que LAN = o .

Teorema 1 Si M(G,C) es conexa, entonces para todo ciclo extensible o de G, existen ciclos oy, as,
..., € C tales que 0 = a1 AasA ... Aay,.

Demostracion. Sean ¢ un ciclo extensible de G y L y N apareamientos perfectos de G tales que
LAN =o.

Como M (G, C) es conexa, existen apareamientos perfectos L = Lo, Lq,...,Lr = N tales que L; y
L;41 son adyacentes en M(G,C) parai =0,1,...,k— 1. Parai=0,1,...,k — 1 sea o; € C tal que
L;AL;11 = «;. Entonces

alAagA N Aak,1 = (LoALl)A(LlALQ)A . A(kalﬁ(Lk) = LoALk =0

3 Condicién suficiente

La siguiente propiedad estd inspirada en [3], en donde se estudian condiciones suficientes para que cierta
subgrafica de la gréfica de arboles T'(G) sea conexa.
Sea C es una familia de ciclos extensibles de G. Un ciclo extensible o de G no en C tiene la propiedad
37 con respecto a C si para todo par L, M de apareamientos perfectos de G con o0 = LAN, existe un
apareamiento perfecto M de G tal que LAM, MAN € C.

Lema 2 Sea C una familia de ciclos extensibles de una grafica G y sea o un ciclo de G con la propiedad
A%, con respecto a C. La grifica M (G, C) es conexa si y sélo si la gréfica M(G,C U {c}) es conexa.

Demostracién. Ya que C C CU{c}, la grafica M (G, C) es subgrafica de M(G,CU{o}). Por lo tanto
si M(G,C) es conexa, entonces M (G,C U {c}) también es conexa.

Sean L y N apareamientos adyacentes en M (G,CU{c}) y sea 7= LAN. Si T € C, entonces L' y N
son adyacentes en M (G, C).

Supongamos ahora 7 = ¢. Como o tiene la propiedad A}, con respecto a C, existe un apareamiento
perfecto M de G tal que LAM, MAN € C. Claramente las parejas de apareamientos L, M y M, N son
adyacentes en M (G,C) y por lo tanto L y N estéan conectados en M (G, C).

O
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Para una familia de ciclos C de una grifica G definimos la cerradura clg(C) de C en G de la siguiente
forma: consideremos una sucesién de familias de ciclos C = Cy, C1, ... en donde C; ;1 se obtiene de C;
aniadiendo un ciclo o; ¢ C; que tengan la propiedad A%, con respecto a C;. Como G tiene un niimero
finito de ciclos, necesariamente se llega a una familia Cj que sea cerrada con respecto a la propiedad

*

M-
Sean C’ y C” familias de ciclos cerradas con respecto a la propiedad A%,, cada una obtenida a partir

de C anadiendo, uno a uno, ciclos de G con la propiedad A3}, .

Supongamos C’ # C” y sean 01,09,...,0, ¥ T1,T2,...,Tm las sucesiones de ciclos de G afiadidas a
C para obtener C’ y C”, respectivamente. Sin perder generalidad suponemos C’ ¢ C” y sea [ el menor
subindice i tal que o; ¢ C”.

Sea C]_, = CU{o1,09,...,0/—1}. Como oy tiene la propiedad A}, con respectoa C|_; y C/_, C C”,
entonces o} tiene la propiedad A%, con respecto a C" lo cual es una contradiccién pues o; ¢ C”.

Por lo anterior, para cada familia C' de ciclos de G existe una dnica familia clg(C) de ciclos de G,
cerrada con respecto a la propiedad A}, y que se obtiene de C' partir de C' anadiendo, uno a uno, ciclos
de G con la propiedad Aj,.

Teorema 3 M(G,C) es conexa si y sélo si M (G, clg(C)) es conexa.

Demostracién. Sea Cy,C4,...Ck una sucesién de conjuntos de ciclos tal que C = Cy, Cf = Clp (C)
yparai=0,1,...,k—1, C;11 se obtiene de C; anadiendo un ciclo o ¢ C; que tengan la propiedad A%,
con respecto a Cj.
Por el Lema 2, M (G, C;) es conexa siy sélo si M (G, Ci41) es conexa. Aplicando el lema sucesivamente
obtenemos que M(G,C) = M (G, Cy) es conexa si y sélo si M (G, Cy) = M (G, clg(C)) es conexa.
(I

Una familia C' de ciclos extensibles de G es A},-densa si clg(C) contiene a todos los ciclos extensibles
de G.

Corolario 4 Si C es A},-densa, entonces M (G, C) es conexa.

Demostracién. Si C es A},-densa, entonces M (G, Cly(C)) = M(G) que siempre es conexa. Por el

Teorema 3, M (G, C) también es conexa.
O

4 Familias de ciclos A,,;-densas

En esta seccién damos ejemplos de familias de ciclos A},-densas. Esto lo hacemos por medio de dos
teoremas presentados aqui sin demostraciones.

Teorema 5 Si G es una grafica bipartita elemental plana, entonces la familia de ciclos C de G co-
rrespondientes a las caras interiores de G es Ajp-densa.

Como corolario tenemos el siguiente resultado de Zhang et al [13] .

Corolario 6 Sea G una grafica bipartita elemental plana. Si C es la familia de ciclos correspondientes
a las caras interiores de G, entonces M (G, C) es conexa.

Demostracién. Por el Teorema 5, C es es Ap-densa y por el Corolario 4, M (G, C) es conexa. ([

Teorema 7 Sea G una grafica bipartita elemental y sea e una arista de G. Si C, es la familia de ciclos
que contienen a la arista e, entonces C, es Aps-densa.

Corolario 8 Sean G una grafica bipartita elemental y sea e una arista de G. Si C, es la familia de
ciclos de G que contienen a la arista e, entonces M (G, C,) es conexa.

Demostracién. Por el Teorema 7, C, es es Apr-densa y por el Corolario 4, M (G, Ce) es conexa. [
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Mapas Regulares en el Monstruo del Lago Ness*

Alexander Arredondof Camilo Ramirez Maluendas* Ferrdn Valdez®

Resumen

Una mapa es una tripleta M (G, S,i) donde G es una grifica, S es una superficie e i es un encaje
de G en S. El encaje define una triangulaciéon o “descomposicién en banderas” en S y una accién
del grupo de automorfismo del mapa en el conjunto banderas. El mapa es regular si la accién es
transitiva. En esta platica veremos que en la tinica superficie no compacta, orientable y con género
mayor a cero, en la cual pueden existir mapas regulares es el monstruo del lago Ness.

Palabras Clave. Monstruo del Lago Ness. Mapa regular. Bandera.

1 Introduccién.

Un mapa en una superficie es la idea que tenemos de mapa en la Tierra. La superficie es descompuesta
en paises “caras” los cuales son delimitados por sus fronteras “aristas”. El punto donde tres o més paises
se reunen es un vértice del mapa.

Mapas en superficies no compactas conocemos las teselaciones por tridngulos equilateros, cuadrados o
hexagonos regulares en el plano euclideano o bien, las teselaciones regulares del plano hiperbdlico. Sin
embargo, en 2012 se construyeron ejemplos de mapas regulares en superficies no compactas orientables
y con género infinito [3]; dichas superficies son el monstruo del lago Ness [1]. Acaso, jserdn estas las
Unicas superficies no compactas y orientables en las cuales hay mapas regulares? o tal vez, ;jpuedan
realizarse mapas regulares en otras superficies no compactas? Para responder a estos interrogantes,
nosotros hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema (Arredondo, Ramirez, y Valdez). Si M(G,S,i) es un mapa reqular en una superficie no
compacta, orientable y con género mayor que cero, entonces S es el monstruo del lago Ness.

No se probard el teorema. No obstante, abordaremos definiciones y ejemplos sencillos relacionados con
las palabras clave usadas en el enunciado del teorema.

2 Monstruo del lago Ness.

Para demostrar el teorema de clasificacion [2] de superficies no compactas se usa el concepto de fin y el
género de un fin. Los fines son todos los caminos posibles de ir al infinito o todas las maneras posibles de
escapar de cualquier compacto (véase Figura 1). Un fin tiene género infinito si a medida que caminamos
a infinito siempre encontramos género o un “hoyo”.

Definicién 1 La superficie de género infinito y con un solo fin es el monstruo del lago Ness [4].

*Trabajo realizado con apoyo de Conacyt.
TUNAM-Campus Morelia, alexander@matmor . unam.mx
fUNAM-Campus Morelia, camilomaluendas@gmail.com
$UNAM-Campus Morelia, ferran@matmor . unam.mx
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Figura 2: Monstruo del Lago Ness.

3 Mapas Regulares

Un mapa es una tripleta M (G, S,i) donde G es una grafica, S es una superficie e i es un encaje de G
en S con las siguientes tres propiedades (véase Figura 3): el subconjunto i(V(G)) C S es discreto, cada
componente conexa (o cara) de S\ i(G) es homeomorfa a un disco, y la frontera de cada cara es la unién
de una cantidad finita de curvas cerradas simples sin autointersecciones.

N
T\
LN

Figura 3: Mapa en el toro.

Ejemplo 3.1 El mapa M (Cay(Z x Z, H),E, i) donde Cay(Z x Z, H) es la grafica de Cayley del grupo
Z x Z con conjunto generador H = {(1,0),(0,1)}, E es el plano euclideano donde ¢ : Cay(ZxZ,H) — E
es el encaje natural (véase Figura 4).

Figura 4: Mapa M (Cay(Z x Z,H),E, ).
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Un automorfismo del mapa M (G, S,i) es un homeomorfismo f: S — S tal que i~! o foi € Aut(G). El
grupo de automorfismo del mapa M(G, S,) se denota por Aut(M(G, S,1i)).

f

S ———= 5
’il i2

1 > U2
iy ofozl

Dado que ¢ : Aut(M(G, S,i)) - Aut(G), donde f — i~' o f oi es un morfismo sobreyectivo, entonces
los grupos Aut(M (G, S,i))/ker ¢ y Aut(G) son isomorfos. Abusando de la notacidén, al grupo cociente
Aut(M (G, S,1))/ ker ¢ lo denotamos por Aut(M (G, S, 1)).

Una bandera ® del mapa M (G, S,i) es un “tridngulo” en S cuyos tres vértices vy, ve y vs satisfacen lo
siguiente: vy estd i(V(Q)), vz es el “punto medio” de la curva i(e) donde e es una arista de G incidente
en i~ '(v1) y vs estd en el interior de una cara f C S\ i(G) cuya frontera contiene la curva i(e). De
ese modo podemos descomponer la superficie en banderas (véase Figura 5). Cualquier bandera ® estd

Tl

Figura 5: Banderas.

determinada por la tripleta ® := (v, e, f) donde v es un vértice de G, e es una arista de G incidente en
vy f esun ciclo que contiene a e. El conjunto de banderas del mapa se denota por F.

Definicién 2 Dada la accién « : Aut(G,S,t1) x F — F donde ([¢], (v,e, f)) = (p(v), ¢(e), ¢(f)),
entonces el mapa M (G, S, 1) es regular si la accién « es transitiva.

Ejemplo 3.2 Los sélidos platénicos son mapas regulares (véase Figura 6).

Voo

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Figura 6: Sélidos platdnicos.

En un mapa regular todos los vértices tienen el mismo grado y los ciclos tienen el mismo numero de
aristas, entonces al mapa se le asocia el par {p, q} caracteristica de Schlifli, el cual indica que cada ciclo
estd formado por p aristas y cada vértice es de grado q.

Ejemplo 3.3 Las teselaciones regulares del plano euclideano {3,6},{4,4} y {6,3} son mapas regulares.
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N NN NN NN

AN NN NN

{3,6} (4,4} {6.3}

Figura 7: Teselaciones regulares del plano euclideano.

Ejemplo 3.4 Las teselaciones regulares {p, ¢} del plano hiperbdlico tales que % + % < %, son mapas

regulares; véase la Figura 8. Su grupo de automorfismos se llama grupo de Coxeter y su representacién
es

[ 7(1] = <P0,P1702 : Pg = P% = P% = (,00,02)2 = (Popl)p = (p1p2)? = €>- (1)

Figura 8: Arriba: teselaciones {6,4} y {4,6}. Abajo: teselaciones {7,3} y {3,7}.

Corolario 1 Existen mapas regulares en el monstruo del lago Ness [1], [3].

(Hay mapas regulares en alguna otra superficie no compacta y orientable diferentes al plano Euclideano
y al monstruo del lago Ness?

Teorema 2 Si M (G, S,i) es un mapa regular tal que S es una superficie no compacta, orientable y de
género mayor a cero, entonces S es el monstruo del lago Ness.

Referencias

[1] Coulbois, T., Pellicer, D., Raggi, M., Ramirez, C. and Valdez, F.: The topology of the minimal
reqular cover of the Archimedian tessellations, Por aparecer en Adv. in Geo.

[2] Kerékjartd, B.: Vorlesungen iber Topologie I, Springer, Berlin, 1923.

[3] Pellicer, D. and Williams, G.: Minimal Covers of the Archimedean Tilings, Part I, To appear in
Electron. J. Combin., 2012.
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Conexidad por trayectorias monocromaticas*

Diego Gonzélez-Moreno! Mucuy-kak Guevarat Juan José Montellano-Ballesteros®

Resumen
Sea D una digrafica fuertemente conexa. Decimos que una coloracién ¢ de las flechas de D es
una coloracion por trayectorias monocromdticas si todo par de vértices de D estdn conectados por
una trayectoria monocromatica. En este trabajo se estudia cudl es el maximo nimero de colores
que puede tener una coloracién monocromética por trayectorias en una digrafica dada. Se presentan
cotas inferiores y superiores en términos de algunos parametros de la digréafica.

Palabras Clave. Digréfica. Coloracién. Trayectoria monocromatica. Conexidad.

1 Introduccién

Sea D = (V, A) una digrifica fuertemente conexa. Consideremos una coloracién ¢ : A — {1,2,... k},
k € N, de las flechas de D (flechas adyacentes pueden recibir el mismo color). Dados dos vértices u y v
en D, decimos que una (u, v)-trayectoria P en D es una trayectoria monocromdtica si todas las flechas de
P tienen el mismo color. Diremos que una digrafica D es coneza por trayectorias monocromdticas (con
respecto a la coloracién ¢) si D contiene una (u, v)-trayectoria monocromadtica entre todo par de vértices
uy v en D. Diremos que la coloracién ¢ es una coloracion conezra-monocromdtica y nos referimos a ella
como una SM C-coloracion.

Si D es una digrafica fuertemente conexa podemos dar una coloracién trivial en la cual todas las
flechas reciben el mismo color. Es fécil ver que esta coloracién trivial es una SMC-coloracién de D.
Una pregunta que surge de forma natural es averiguar que tan colorida puede ser una SM C-coloracién.
Es decir, jcudl es el maximo nimero de colores que puede tener una SM (C-coloracién de una digrafica
D?

El problema de conexidad por trayectorias monocrométicas fue propuesto originalmente por Caro y
Yuster [1] en la familia de las gréficas como la versién monocromadtica al problema de conexidad por
trayectorias arcoiris [2, 3].

En el caso de las graficas, decimos que una coloracién ¢ de las aristas de una grafica G es una
colo-racion conexa por trayectorias monocromdticas (para abreviar una M C-coloracién) si hay una
trayectoria monocromatica entre cualquier par de vértices en G. Se puede encontrar una cota inferior
para el maximo numero de colores que tiene una M C-coloracién si coloreamos todas las aristas de un
arbol generador con un mismo color y a las aristas restantes con colores diferentes. Entonces, si mc(G)
denota el méximo nimero de colores que puede tener una M C-coloracién de una grafica G con n vértices
y m aristas, tenemos

me(G) > m —n+ 2. (1)
Existen graficas que pueden colorearse con maés colores que lo establecido en la cota anterior, de hecho
en el caso més extremo tenemos que mec(K,) = n(n —1)/2, y claramente la gréfica completa es la tinica
que alcanza esta cota. Sin embargo, hay una enorme cantidad de gréficas que alcanzan la cota (1).

Teorema 1 (Caro, Yuster, [1]) Sea G una grafica conexa con n vértices y m aristas. Entonces
me(G) =m —n+ 2,

si se cumple alguna de las siguientes propiedades:

*Trabajo realizado con apoyo del Proyecto 222104 de CONACyT
TUAM-Cuajimalpa, dgonzalez@correo. cua.uam.mx

fFacultad de Ciencias, UNAM, mucuy-kak.guevara@ciencias.unam.mx
§Instituto de Matematicas, UNAM, juancho@matem.unam.mx
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a) El complemento de G es 4-conexo.
b) La gréfica G no contiene tridngulos.
¢) El grado méximo A(G) de G cumple

A(G) <n—%.

d) El didmetro de G es al menos tres.
e) La grdfica G no contiene vértices de corte.

El presente trabajo estd enfocado en el estudio de la conexidad por trayectorias monocromaéticas en
digraficas. En particular se estudia cudl es el maximo niimero de colores que puede tener una SMC-
coloracion de una digrafica dada. Se dan cotas para el médximo ntmero de colores que puede tener
una SMC-coloracién de una digrafica D. Estas cotas se dan en términos de ciertos pardmetros de la
digrafica, tales como el grado minimo, el didmetro, el nimero de vértices y el nimero de flechas.

Figura 1: Ejemplo de una SM C-coloracién con ocho colores.

2 Notacion y definiciones basicas

Todas las digraficas consideradas en el presente trabajo son simples, finitas y sin flechas simétricas. Sea
D una digrafica. El orden de D es el numero de vértices de D y el tamano el nimero de flechas de D.
A partir de este momento utilizaremos a n para denotar el orden de la digrafica y m para del tamano
de D.

Decimos que una digrafica D es fuertemente coneza si para todo par de vértices u y v en D existe una
(u, v)-trayectoria y una (v, u)-trayectoria. Una digrafica D es unilateralmente conexa si para todo par
de vértices u y v en D existe una (u,v)-trayectoria o una (v, u)-trayectoria (o ambas). Diremos que D
es conexa si la grafica subyacente es conexa. El didmetro de una digrdfica D se denota como diam(D)
y es la maxima de las distancias entre cualquier par de vértices en D. Una digrafica D es Hamiltoniana
si contiene un ciclo (dirigido) que utiliza a todos los vértices de D. Obsérvese que si una digréafica D
tiene diametro finito se sigue que D es fuertemente conexa.
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Dada una digrdfica D denotamos por smc(D) al maximo ntimero de colores que puede tener una
S M C-coloracién de D.

Dada una coloracién ¢ de las flechas de D, decimos que una clase cromatica i de ¢ es no trivial si la
subdigrafica inducida por el color i, a la cual denotaremos por D, tiene al menos dos flechas, es decir
|A(D;)] = 2.

3 Resultados

El trabajo que se presenta forma parte de una investigacién que se encuentra en proceso. Por este motivo
los resultados que aqui se muestran son parciales. En esta seccién presentamos algunas cotas obtenidas
para el maximo ntmero de colores que puede tener una SM C-coloracién de una digrafica fuertemente
conexa D.

Sea D una digrafica fuertemente conexa y sea H una subdigrafica generadora y fuertemente conexa
de D. Si c es una coloracién de las flechas de D que asigna a todas las flechas de H un mismo color y al
resto de las flechas de D colores distintos obtenemos una SM C-coloracién de D y por lo tanto se sigue
que

sme(D) > m — |A(H)|+ 1.

Observacién 1 Si D es una digrafica Hamiltoniana con n vértices y m flechas, tenemos que smc(D) >
m—n—+ 1.

Creemos que la cota de la Observacién 1 es en realidad una igualdad y por este motivo proponemos
la siguiente conjetura.
Conjetura 1 Sea D una digréafica fuertemente conexa. Entonces D es Hamiltoniana si y sélo si
sme(D) =m —n+ 1.

El siguiente lema se puede demostrar de forma directa y nos da una idea de la estructura que tiene la

unién de las digraficas no triviales.

Lema 2 Sea D una digréfica fuertemente conexa y sea ¢ una SM C-coloracién de D. Sean Dy, Do, ..., Dy
las subdigraficas inducidas por las clases cromaticas no triviales de c¢. Entonces la subdigrafica D* in-
ducida por U¥_, D; es una subdigrdfica generadora unilateralmente conexa. Mas atin, si u y v son dos
vértices no adyacentes en D se sigue que D* contiene una (u,v)-trayectoria y una (v,u)-trayectoria.

Como una aplicacién del lema podemos obtener una cota para smec(D) en términos del orden, el
tamano y el didmetro de una digrafica D.

Proposicién 3 Sea D una digrafica con didmetro d. Entonces

d—2
sme(D) < M=

En el siguiente teorema se establece una cota superior para smc(D) en términos del grado minimo de
una digrafica D.

Teorema 4 Sea D una digrafica fuertemente conexa. Entonces
sme(D) <m—n+0d+1.
donde § = min{6T(D),5~(D)}.
Como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente corolario, el cual se obtiene al acotar

superiormente el grado minimo de una digrafica.
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Corolario 5 Si D es una digrafica fuertemente conexa, entonces

1
sme(D) <m — 3n2—|— .

También podemos encontrar cotas superiores en términos de la conexidad por flechas de una digrafica.

Proposicion 6 Si D es una digrifica fuertemente conexa con conexidad por flechas t, entonces

sme(D) >t + 1.

Referencias
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Coloraciones y Algoritmos Concurrentes

Armando Castafieda Rojano”

Resumen

En esta nota presentamos dos problemas que son equivalentes, uno puramente topoldgico y otro
puramente computacional. El problema topoldgico trata de encontrar subdivisiones de simplejos para
los que existen coloraciones con ciertas restricciones, mientras que el problema computacional trata
de desarrollar algoritmos concurrentes para que los procesos en el sistema definan una particién.
Esta equivalencia ejemplifica la ya conocida conexién entre la topologia y el computo concurrente.

1. Subdivisiones y Coloraciones

Sea A™ un simplejo de dimensién m. En este trabajo estamos interesados en coloraciones de subdivi-
siones del n-esqueleto de A™: el subcomplejo sk™ (A™) de A™ que contiene caras de dimensién a lo més
n. Particularmente, buscamos subdivisiones cromaéticas, definidas de la siguiente forma. Decimos que
una subdivision Divsk™(A™) de sk™(A™) es cromdtica si existe un mapeo simplicial f : Divsk"(A™) —
sk™(A™) tal que para todo o € Divsk"(A™), f(o) es el soporte de o, a saber, el simplejo de sk™(A™)
de dimensién més pequefia que contiene a o; decimos que dicho mapeo f es cromdtico. La Figura 1 (a)
muestra una subdivision cromética de un 2-simplejo cuyos vértices son {0, 1,2}, mientras que la Figura 1
(b) muestra una subdivisién cromética del 1-esqueleto de un 3-simplejo cuyos vértices son {0, 1,2, 3}.

Dada una subdivision cromédtica Divsk”(A™) y un entero 0 < ¢ < n, una c-coloracidn de Divsk™ (A™)
es un mapeo simplicial g : Divsk"(A™) — ACf. La coloracién es buena si para todo simplejo o de
Divsk”(A™) de dimensién n, g(o) = A°.

Figura 1: Subdivisiones cromdticas

Definicién 1 (Triadas buenas) Decimos que una triada (m,n,c) es buena si 1 < ¢ <n < m y existe
una subdivisién cromatica Divsk™ (A™) tal que existe una c-coloracion buena de esta.

Observe que dados enteros m y n tales que 0 < n < m, la triada (m,n,0) es buena: podemos definir
Divsk™(A™) = sk"(A™) y claramente existe una c-coloracién buena de sk”(A™), dado que ¢ = 0. De
forma opuesta, si ¢ > n simplemente no puede existir una c-coloracién buena de alguna subdivisién
cromética Divsk"(A™), entonces la triada (m,n,c) no es buena.

Definicién 2 (El problema de la coloracién buena) Dados enteros m y n tales que 0 < n < m,
encontrar el entero mds grande 0 < ¢ < n tal que la triada (m,n,c) es buena.

*Instituto de Matematicas, UNAM. armando.castaneda@im.unam.mx.
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Tomemos como ejemplo el caso m = 2 y n = 1. Como acabamos de ver, la triada (m, n,0) es buena.
Ahora veremos que la triada (m,n,1) = (2,1,1) no es buena, y por lo tanto para este caso particular,
m =2y n =1, la solucién al problema de la coloracién buena es ¢ = 0.

Primero observemos que A™ es un tridngulo y sk (A™) es el borde de ese tridngulo. No es muy dificil
ver que en cualquier subdivisién cromética de sk™(A™), cada lado del borde del tidngulo estd subdividido
en un numero impar de segmentos més pequenos, lo que quiere decir que a final de cuentas la subdivisién
no es mis que un ciclo de longitud impar. Ahora bien, no puede existir una 1-coloracién (estamos
analizando el caso ¢ = 1) de esa subdivisién porque simplemente es imposible colorear un ciclo de
longitud impar con dos colores y que toda arista tenga colores distintos en sus vértices.

Adin se sabe poco del problema de la coloracién buena. La demostracién de los siguientes resultados [2,
3, 5] ha requerido el uso de construcciones topoldgicas complicadas, algoritmos distribuidos y resultados
que conectan la topologfa con el cémputo distribuido (més sobre esto en la seccién siguiente).

Teorema 3 Sean m y n enteros tales que n es una potencia de un niimero primo y m > 2n. La solucién
al problema de la coloracién buena es ¢ = 0.

Teorema 4 Sean m y n enteros tales que n no es potencia de un nimero primo y m > 2n. La solucion
c al problema de la coloraciéon buena es mayor or igual a 1 y menor estrictamente que n — 1.

2. Interpretacion Computacional

Resulta que el problema de la coloracién buena es equivalente al problema computacional de parti-
cionar el conjunto con los agentes de cémputo en un sistema concurrente, problema que explicamos a
continuacion.

En un sistema concurrente tenemos agentes de cémputo que se comunican entre si haciendo uso
de un medio de comunicacién. Podemos pensar que cada agente, tipicamente llamado proceso, es una
computadora que ejecuta un programa que se comunica con los demas procesos a través de un medio que
funciona como una especie de pizarrén que esta divido en celdas, una por cada proceso. Cada proceso
puede escribir informacién en su celda y puede leer las demads celdas, todas de un solo golpe. Esta es la
forma en que los procesos se comunican, escribiendo y leyendo el pizarrén. Algo importante es que los
procesos son asincronos: cada uno ejecuta las instrucciones de su programa local a su propia velocidad,
es decir, no hay estimacién alguna del momento en que un proceso va a ejecutar su siguiente instruccion,
este periodo puede tener una duracién de unos cuantos nanosegundos hasta varios minutos.

Vamos a considerar un sistema con m + 1 procesos de los cuales a los mas n+1 < m+ 1 se pondran a
funcionar. La idea intuitiva de esta situacién es que podriamos tener en una bodega m + 1 robots, cada
uno de ellos programado para poder solucionar un problema especifico con cualesquiera otros n robots.
Entonces podemos tomar arbitrariamente n + 1 de esos m + 1 robots y ponerlos a funcionar.

El problema que queremos estudiar aqui es de que los n 4+ 1 procesos (o robots) se particionen en
¢+ 1 conjuntos. Cada proceso debe eligir uno de los ¢ + 1 conjuntos posibles, es decir, cada proceso
sabe a qué conjunto pertenece pero no sabe a que conjuntos pertenecen los deméas procesos. La idea de
particionar los procesos es que los procesos en cada conjunto cooperen para solucionar un tarea especifica
que esta relacionada al conjunto que los procesos eligieron. Todas las ¢+ 1 tareas seran atendidas porque
los procesos definen una particién.

Definicién 5 (Triadas computacionalmente buenas) Una triada (m,n,c) es computacionalmente
buena si 0 < ¢ < n < m y existe un algoritmo concurrente tal que cualesquiera n + 1 procesos de un
universo de m + 1 procesos, producen una particion con ¢ + 1 conjuntos del conjunto con los n + 1
Procesos.

No es muy dificil ver que una triada (m,n,0) siempre es computacionalmente buena: cada proceso
elige el tnico conjunto que puede elegirse. De forma contraria, si ¢ > n, la triada (m,n, c¢) no puede ser
computacionalmente buena puesto que hay mas conjuntos que procesos.
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Definicién 6 (El problema de la particién.) Dados dos enteros m y n tales que 0 < n < m, deter-
minar el entero mds grande 0 < ¢ < n tal que la triada (m,n,c) es computacionalmente buena.

Resulta que el problema de la coloracion buena y el problema de la particién son equivalentes:

Teorema 7 (Equivalencia entre coloraciones y particiones) Dados 0 < n < m, ¢ es la solucién
al problema de la coloracién buena si y sélo si ¢ es la solucion al problema de la particion.

A continuacién explicamos brevemente la prueba de esta equivalencia.

Estado inicial

(p, 1) (p.q) (p.9) (L,q)

®) (@) (®) q
p lee antes que q lee antes que
q escriba p escriba

Ambos leen después que
el otro ha escrito

Figura 2: Estados finales para dos procesos p y g.

Algoritmos —> Subdivisiones Existe una fuerte relacién entre el computo cuncurrente y distribuido y
la topologia [1, 4, 6]. Una primera observacién es que por medio de un simplejo podemos representar el
estado del sistema en un momento en particular; cada vértice del simplejo se corresponde con el estado
local de un proceso. Entonces, usando complejos simpliciales podemos representar todos los posibles
estados que puede alcanzar el sistema, donde cada simplejo representa un estado posible.

Por ejemplo, consideremos los posibles estados que pueden alcanzar dos procesos, p y ¢, en un algorit-
mos en que cada uno de ellos escribe su identificador en el pizarrén y después lee. Esencialmente hay tres
poibles casos (ver Figura 2): (a) p lee antes que ¢ escriba (entonces p ve que la casilla de g en el pizarrén
estd vacia) (b) g lee antes que p escriba (g ve que la casilla de p en el pizarrén estd vacia) y (¢) py ¢
leen después de que ambos escriban (ambos ven lo que el otro ha escrito en su casilla correspondiente).
Estos tres posibles estados se pueden representar con un complejo simplicial de dimensién 1 con tres
aristas. Aun maés, haciendo uso de una arista podemos modelar el estado del sistema en el que p y ¢ no
han ejecutado ninguna operacion auin, es decir, el estado inicial. El complejo resultante no es més que
una subdivisién del simplejo inicial de p y q.

Siguiendo esta idea, modelamos el estado inicial de los m+1 procesos con un simplejo A™ de dimensién
m, y para cada cara 0 de A™ de dimensién a lo mas n (que representa el estado inicial de los procesos
en sus vértices), construimos un complejo que contiene todos los posibles estados finales que alcanza
el algoritmo cuando los procesos en o ejecutan el programa. Se ha demostrado en [1, 4, 6] que un
subcomplejo de este complejo no es una subdivision cromatica de o. Entonces, todo algoritmo induce una
subdivisén cromdtica Divsk™(A™) de sk™(A™). Ahora bien, en esta subdivisién cada vértice representa
el estado local de un proceso que ejecutd el algoritmo hasta producir una salida, y por lo tanto cada
vértice de Divsk™(A™) tiene un color que representa la salida que produjo el proceso correspondiente a
ese vértice. Las propiedades de esa coloracién de Divsk™(A™) dependen del problema que solucione el
algoritmo en cuestion.

Ahora consideremos una triada (m,n,c) que es computacionalmente buena. Entonces existe un algo-
ritmo que soluciona el problema de la particién para los valores m+1, n+1y ¢+ 1. Como ya vimos, este
algoritmo induce una subdivisién cromética Divsk™(A™). Ain més, puesto que el algoritmo soluciona
el problema de la particién, induce una c-coloracién Divsk"(A™) — AC. Finalmente, esta c-coloracién
debe ser buena porque no puede ser que una cara o de Divsk"(A™) de dimensién n tenga menos de
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c+ 1 colores distintos en sus vértices, ya que el algoritmo soluciona el problema de la particiéon. Entonces
tenemos que:

Lema 8 Si (m,n,c) es una triada computacionalmente buena entonces (m,n,c) es una triada buena.

Subdivisiones = Algoritmos La demostracién de la otra direccidon es mas complicada y llevaria més
del espacio disponible aqui para explicarla. A grandes rasgos, la idea principal es la siguiente.

Si (m,n,c) es una triada buena, entonces tenemos una subdivisién cromética Divsk™(A™) y una c-
coloraciéon buena de esta subdivision. Como ya explicamos antes, el estado inicial de nuestro sistema
concurrente lo podemos modelar con el simplejo A™. De los resultado en [1, 4] podemos obtener un
algoritmo A que dada cualquier subdivisién Div’ sk”(A™), para toda cara o de sk™(A™), cada vez que
los procesos en ¢ corren A, al final de la ejecucién convergen en un simplejo de Div' o de dimensién
dim(o) y ademds procesos distintos eligen vértices distintos del simplejo. En otras palabras, los procesos
eligen distintos vértices en Div’ o que corresponden a un simplejo en la subdivision.

Usando A y la subdivisién Div sk (A™) podemos solucionar el problema de la particién para los valores
m, n y ¢: los procesos que aparecen en una cara o de sk"(A™) corren A para converger en una cara
de Divo, cada proceso eligiendo un vértice diferente; finalmente un proceso que decide un vértice v,
elige el conjunto g(v) de la particién, donde g es una c-coloracién buena de Div sk (A™) cuya existencia
estd garantizada dado nuestra hipétesis de que (m,n, ¢) es una triada buena (todos los procesos conocen
la misma ¢ antes de iniciar la ejecucién). El algoritmo descrito soluciona el problema de la particién
para los valores m, n y ¢ porque g es una c-coloraciéon buena. Podemos concluir:

Lema 9 Si (m,n,c) es una triada buena entonces (m,n,c) es una triada computacionalmente buena.

3. Conclusiones

En esta nota hemos presentado dos problemas que a primera vista parecen no tener relacion alguna,
uno puramente topolégico, el problema de la coloracién buena, y el otro completamente computacional,
el problema de la particion buena. Brevemente explicamos que los problemas son equivalente. Esto
resulta interesante porque es un ejemplo méas de la fuerte conexién que existe entre la topologia y el
computo concurrente. Cabe destacar que el problema de la particion buena no es un problema sintético
que sirva unicamente para ejemplificar la mencionada conexién, este problema es una abstracién del
problema de romper simetrias, nocién que aparece frecuentemente al disenar e implementar sistemas
distribuidos y concurrentes en la industria. La formulacién del problema dada aqui modela una subclase
de la clase general de problemas estudiados en [5].

Como fue mencionado, existen pocos resultados de estos problemas, sin embargo, los pocos resultados
que se conocen son interesantes. El trabajo futuro es muy claro, seguir estudiando y trabajando para
obtener mas resultados, ya sea desde la perspectiva computacional o la topoldgica.
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Regularidad estocastica de caminatas aleatorias en digraficas

Ricardo Gémez Aiza*

Resumen

La regularidad estocéastica ocurre cuando coinciden dos formas distintas de caminar aleatoria-
mente una digrafica. Por ejemplo, una digrafica es Perron-regular si ocurre un sistema de entropia
maxima cuando al caminarla escogemos con probabilidad uniforme una arista dentro del conjunto
de aristas que salen de un vértice dado. Daremos un panorama del desarrollo de la regularidad
estocdstica en digraficas.

Palabras Clave. Caminata aleatoria. Regularidad estocastica. Producto tensorial.

1 Introducciéon

Existen muchos enfoques diferentes para construir la matriz de probabilidades de transicién de una
cadena de Markov, la cual estd asociada tanto con una digrifica G = (V, E), cuyos vértices son el
espacio de estados y cuyas aristas son las posibles transiciones del proceso, como con una funcién
de probabilidades de transicién P: E — (0,00), es decir P satisface que para cada estado v € V, la
restriccién de P al conjunto E, de aristas con estado inicial v es una funcién de probabilidad (ver e.g. [4]
como referencia a cadenas de Markov). Dada una funcién de pesos w: E — (0, 00), una forma estocdstica
es un proceso de normalizacién f que transforma a w en una funcién de probabilidades de transicién
f(w) = P,. Escribiremos también f(G,w) = (G, f(w)) para recalcar la matriz asociada G. Diremos
que (G,w) es regular con respecto a dos formas estocdsticas fy g si f(G,w) = g(G,w). Si la funcién
de pesos se omite, es decir, si inicamente consideramos la digrafica G, asumiremos que la funcién de
pesos es wo: E — {1} y escribiremos f(G) = f(G,wp). El propdsito de esta comunicacién es presentar
en breve los resultados que a la fecha se conocen acerca de la regularidad estocéstica y la compilacién
que hacemos se basa principalmente en [3].

1.1 Digraficas pesadas y matrices

(G,w) se puede describir con una matriz cuadrada con entradas reales no negativas, a saber A =
A(G,w) € Myy|xv(([0,00)) definida por

A w(v,u) si (v,u) € B
CET1 0 en otro caso

para todo v,u € V. Inversamente, dada una matrix cuadrada con entradas reales no negativas A €
M, xn([0,00)), podemos asociarle una digréfica G = G(A) junto con una funcién de pesos w = w(A), a
saber la digréafica G = (V, E) con V = [n] y cuya matriz de transicién es A%, donde Af’fj = A}, (bajo
la convencién 0° = 0), junto con la funcién de pesos w(i, j) = A; ; para toda arista (i, j) € E. De esta
forma tenemos una dicotomia

(G,w) ¢ (A7, 4)

entre digraficas pesadas y matrices cuadradas con entradas no negativas (como referencia ver, por
ejemplo, [1]). Asi, a lo largo de esta comunicacién, podremos intercambiar sisteméticamente conceptos
y simbolos que sean dicotémicos sin lugar a ambigiiedades o imprecisiones dentro del contexto.

*Instituto de Matematicas de la Universidad Nacional Auténoma de México, rgomez@math.unam.mx
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2 Formas estocasticas

Entonces una forma estocdstica es una funciéon f que transforma una matriz cuadrada con entradas
reales no negativas A en una nueva matriz f(A) que satisface f(A4)#* = A# y que tiene la propiedad
de ser estocdstica, ya sea por renglones (la suma de las entradas de cada renglén es igual a 1) o por
columnas (la suma de las entradas de cada columna es igual a 1). f es doblemente estocdstica si es una
forma estocéstica tanto por renglones como por columnas (en cuyo caso podemos caminar tanto “hacia
adelante” como “hacia atrds”, con cierta distribucién de probabilidad en cada caso).

2.1 Formas diagonales

Definicién 1 Una forma estocdstica f es una forma diagonal si actiia en una matriz A € M, «,([0,0))
bajo la regla

A aDADE
donde D) y D) son dos matrices diagonales con diagonales estrictamente positivas y o > 0 es un
ntimero real (en general todos dependen de A). En este caso escribiremos f < (o; D), D()),
2.2 Estandar

Definicién 2 Definimos la vecindad por renglones de v € V como N5 (v) = {u € V : (v,u) € E}.
Definimos también el grado pesado por renglones de v como

5. (v) = Z w(v,u)
u€NE (v)

y simplemente el grado por renglones de v como §"(v) = 6., (v). (G,w) es peso regular por renglones si
o (v) = 6,,(u) para todo v,u € V. G es regular por renglones si (G,wyg) es peso regular por renglones.

Definicién 3 La forma estocéstica estandar por renglones de (G,w) es la forma diagonal
S" «+ (1; S(T), I\V|)

donde S") es la matriz inversa de grados pesados por renglones, es decir, la matriz diagonal cuya
diagonal es (1/67,(v))vev, € I,, es la matriz identidad de tamaiio n.

OBSERVACION. Todas las definiciones y resultados para renglones se pueden formular en forma simétrica
para columnas y se dejan, por razones de brevedad, al lector. Sin embargo se dan por establecidos y
asumiremos la misma notacién simplemente sustituyento r — c.

2.3 Sinkhorn-Knopp

Definiciéon 4 La forma doblemente estocastica de Sinkhorn-Knopp S resulta cuando converge el limite
de la iteracion de las formas estocasticas estandar por renglones y columnas, es decir,

S = lim (8°08")".

k—o0

Bajo ciertas condiciones (ver [7]), S estd bien definida (i.e. converge) y es una forma diagonal.

2.4 Brualdi-Parter-Schneider

Definicién 5 La forma estocdstica de Brualdi-Parter-Schneider por renglones B" es toda aquella forma
diagonal por renglones de la forma
B" + (1; D, D).

Estéd definida para digréficas que satisfacen ciertas condiciones técnicas estructurales (ver [2]).
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2.5 Perron

Definicién 6 Supongamos que G es fuertemente conexa y sea (Ay > 0,pa) un sistema caracteristico
Perron por renglones de A. La forma estocastica de Perron por renglones de (G,w) es la forma diagonal

1

P’ (;Pgl,PA)
Aa

donde P4 es la matriz diagonal cuya diagonal es p 4.

Esta forma estocdstica es importante porque si A es la matriz de adyacencia (es decir w = wy),
entonces la medida de probabilidad inducida en el espacio shift subyacente es precisamente la medida
de entropia méxima (ver [6] asi como [5] para una introduccién a espacios shift).

3 Regularidad estocastica

3.1 Estandar y Sinkhorn-Knopp

Teorema 1 Si §"(G,w) es doblemente estocdstica, entonces 8™ (G,w) = S(G,w) = S°(G,w). En este
caso, 6/,(v) = 0% (u) para toda (v,u) € E.

3.2 Estandar y Brualdi-Parter-Schneider

Teorema 2 Supongamos que B"(G,w) estd definida. Entonces 8" (G,w) = B"(G,w) si y sdlo si (G,w)
es peso regular por renglones.

3.3 Estandar y Perron

Definicién 7 Un vector x = (z1,...,7,)? es localmente constante por renglones con respecto a G si

para todo v € V, x; = x; para todo i,j € N (v).

Teorema 3 Supongamos que G es fuertemente conexa. Entonces 8" (G,w) = P"(G,w) si y s6lo si pa
es localmente constante por renglones con respecto a G.

Definicién 8 Si se satisfacen las condiciones del Teorema 3, entonces decimos que (G,w) es Perron-
regular por renglones. En particular, G es Perron-regular por renglones si (G,wg) es Perron-regular por
renglones.

Teorema 4 Si (G,w) y (H,p) son dos digréficas pesadas Perron-regulares por renglones, entonces
(G,w) ® (H, p) es Perron-regular por renglones.

Proposicién 5 Supongamos que (G,w) y (H,p) son dos digrdficas pesadas, P"(G;w) = P"(H,p) y
que (G,w) es Perron regular por renglones. Sean A = A(G,w) y B = A(H,p). Entonces (H,p) es
Perron-regular por renglones si y solo si

A
pa/ps = 0V /B p p )T

es localmente constante por renglones con respecto a G.

Teorema 6 Si G es una gréfica (i.e. una digréfica simétrica), entonces G es Perron-regular (por ren-
glones o por columnas) si y sélo si es regular o bipartita biregular.

Problema. Identificar todas las digraficas Perron-regulares.
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3.4 Sinkhorn-Knopp y Brualdi-Parter-Schneider

Teorema 7 Supongamos que B"(G,w) existe. Entonces B"(G,w) es doblemente estocdstica si y sélo
si existe una tinica solucién positiva x = (1, ...,x,) al sistema lineal homogéneo x(A — AT) = 0 (en
particular det(A — AT) = 0) que adema4s satisface

x; inAi’j =z inAj,i =1 para toda j € [n]. (1)
i=1 i=1
En este caso, A = A(G,w) tiene soporte total (ver [7]) y B"(G,w) = §(G,w) = B¢(G,w).

Corolario 8
lim (B¢ o B")*(G,w)

k—o0

converge si y sélo si B"(G,w) es doblemente estocdstica. En este caso, B"(G,w) = S(G,w) = B¢(G,w).

3.5 Sinkhorn-Knopp y Perron

Teorema 9 Supongamos que G es fuertemente conexa y A = A(G,w). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. P"(G,w) es doblemente estocdstica.

2. P°(G,w) es doblemente estocdstica.

3. P"(G,w) = P(G,w).

4. (p3")T es vector Perron izquierdo de A.

5. (q3")T es vector Perron derecho de A (qa es el vector Perron izquierdo de A).

6. P"(G,w) = S(G,w).

Corolario 10

lim (P¢ o P")*(G,w)

k—o0

converge si y sélo si P"(G,w) es doblemente estocdstica. En este caso, P"(G,w) = S(G,w) = P¢(G,w).

3.6 Brualdi-Parter-Schneider y Perron

Teorema 11 Supongamos que G es fuertemente conexa y B"(G,w) estd bien definida. Sea D la ma-
triz diagonal en la forma estocdstica de Brualdi-Parter-Schneider, es decir B"(A) = DAD. Entonces
B"(G,w) =P"(G,w) siy sdlo si

(4)

p; .
AaD;;Dj; = ﬁ para todos 1, j € [n] tales que A; ; # 0 (2)
i
(con pa = (pgA)7 . 7p%A))T). Si este es el caso y ademds A posee una diagonal positiva (ver [2]) (en

particular, si A es simétrica), entonces A es un multiplo escalar positivo de una matriz doblemente
estocastica.
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Topologia en el estudio de graficas de clanes”

Rafael Villarroel Flores' Paco Larrién * Miguel Pizafial

Resumen

En el presente trabajo consideramos el problema de determinar condiciones en una grafica simple
G que garanticen que es homotépica a su grafica de clanes K(G), o bien, homotdpica a todas las
iteradas de clanes. En particular nos interesan los resultados donde la topologia contribuye a la
combinatoria. Junto con resultados conocidos expondremos varios problemas abiertos.

Palabras Clave. Gréfica de clanes. Tipo de homotopia.

1 Introduccion

Todas nuestras graficas son simples y finitas. Una completa de una grafica G es un conjunto ¢ de vértices
donde cualquier par de vértices de ¢ son adyacentes. Un clan es una completa maximal (por inclusién).
La grdfica de clanes K(G) es la gréfica de intersecciéon de los clanes de G. Recursivamente se definen
las grificas iteradas de clanes como: K°(G) =G, K"(G) = K(K" }(G)) sin > 1.

Nos interesa asociar conceptos topoldgicos a las graficas por medio del complejo simplicial A(G),
el cual tiene como vértices los mismos vértices de G y como simplejos a las completas de G. De tal
modo, diremos que las graficas G y G2 son homotdépicas (denotado por G; ~ G3) cuando los complejos
asociados A(G1), A(Gz) lo son.

El problema de considerar condiciones en G para tener K(G) ~ G fue considerado por primera vez
en [9], y después en [3] y [4], entre muchos otros. La idea del presente trabajo es presentar los resultados
principales y plantear problemas abiertos.

2 Graficas buenas y muy buenas

Definicién 1 Diremos que una grafica es buena si K(G) ~ G, y que es muy buena si K"(G) ~ G para
n>1.

Es inmediato que toda grafica muy buena es buena. Un ejemplo sencillo de una grafica muy buena es
cualquier grafica completa K,,,. Como ejemplo de una grafica buena que no es muy buena, consideremos
la grafica de la figura 1. Se puede demostrar que tanto G como K (G) son homotépicas a la esfera S2,
sin embargo K?(G) es homotépica a S? (ver [7]).

Como un ejemplo de una grafica que no es buena, podemos definir el octaedro O,, como el comple-
mento de m aristas disjuntas, esto es O,, = mK,. Tenemos que O,,, es homeomorfa a la esfera S™!.
Combinando esto con el resultado de Neumann-Lara [2]:

K(Om) = Opunr, (1)

se obtiene que O3 ~ 52, pero K(0O3) = O4 ~ S3.

*Trabajo realizado con apoyo de SEP-CONACyT, proyecto 183210
TUAEH, rafaelv@uaeh.edu.mx

f{IMATE, UNAM, paco@matem.unam.mx

$UAM, map@xamanek.izt.uam.mx
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Figura 1: Suspensién de Cs

3 Gréficas Helly

Definiciéon 2 Decimos que una coleccién C de subconjuntos de un conjunto X tiene la propiedad de
Helly si toda subcoleccion de subconjuntos mutuamente intersecantes de C tiene interseccién no vacia.
Diremos que la grafica G es Helly si la coleccion de clanes de G tiene la propiedad de Helly.

Por ejemplo, gréficas bipartitas, o en general, gréaficas sin tridngulos son Helly. La grafica més pequena
que no es Helly se muestra en la Figura 2.

Figura 2: Una gréfica no Helly

Combinando los siguientes teoremas obtenemos que de hecho todas las gréficas Helly son muy buenas:
Teorema 1 ([2]) Si G es Helly, entonces K(G) es Helly.

Teorema 2 ([9]) Si G es Helly, entonces G es buena.

El converso del teorema 1 no es cierto, por ejemplo la gréafica no Helly de la figura 2 tiene grafica de
clanes que es Helly. Sin embargo, tenemos evidencia para proponer la siguiente conjetura:

Conjectura 1 Si K(G) es Helly, entonces G es buena.

4 Clan comportamiento

Decimos que la grafica G es convergente si la sucesién de o6rdenes de las gréficas iteradas de clanes es
acotada. Esto es equivalente a que la sucesién de iteradas contiene una cantidad finita de graficas, salvo
isomorfismo. En el caso particular de que una iterada de clanes es la grafica de un vértice, decimos que
G es nula. Siuna grafica no es convergente, decimos que es divergente.

Por ejemplo, en el articulo de Escalante antes citado, se demuestra que las gréficas Helly son conver-
gentes. Y el citado teorema de Neumann-Lara demuestra que O,, es divergente si m > 3.

Con este concepto, podemos enunciar una conjetura mas fuerte que la anterior:
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Conjectura 2 Si G es convergente, entonces G es muy buena.

El converso de la conjetura 2 es falso. En [5] se muestran dos familias infinitas de graficas divergentes
y muy buenas.

5 Graficas desmantelables

Si z es un vértice de la grafica G, decimos que = es dominado si existe y ~ x tal que todo vecino de
x es vecino de y. Decimos que G es desmantelable si G tiene un solo vértice, o bien existe un vértice
dominado z en G tal que G — z es desmantelable. Por ejemplo, en [1] se muestra que las gréficas cordales
son desmantelables.

Combinando los dos teoremas siguientes, obtenemos que todas las graficas desmantelables son muy
buenas.

Teorema 3 ([1]) Si G es desmantelable, entonces K(G) es desmantelable.

Teorema 4 ([9]) Si G es desmantelable, entonces G es contraible.

Por otro lado, se tiene:

Teorema 5 ([9]) Si G es desmantelable, entonces G es nula.

El converso del teorema 5 es falso. Considérese por ejemplo la grafica que se muestra en la Figura 3.

& )

& J

Figura 3: Una gréfica nula no desmantelable

Sin embargo, el siguiente caso particular de la conjetura 2 es interesante:

Conjectura 3 Si G es nula entonces G es contraible.

Respecto a la conjetura 3, en el articulo [6], los presentes autores demuestran que ciertas gréficas tales
que K3(G) es un vértice (a saber, aquellas tales que K(G) es un cono) son contrafbles. Por otro lado,
en [1] se demuestra que dentro de las graficas Helly es equivalente ser nula y desmantelable, pero atin
para tales graficas queda abierta la conjetura 3.

6 Generalizaciones al teorema de Prisner

Existe una generalizacién al teorema 2 dada por Larrion, Neumann-Lara y Pizana. Para enunciarla,
necesitamos definir que una corbata es Q = {q1,...,q,} € K*(G) tal que NQ = (). Si X es una completa
de K(G) con NX = @, decimos que qo € K(G) es un centro de X si Y C X y NY # ) implican
N(Y U{q}) #0.

Teorema 6 Sea G una grafica tal que toda completa X de K(G) con NX = () tiene un centro contenido
en toda corbata que contenga a X. Entonces G es buena.
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Observemos que el teorema 6 generaliza al teorema 2, pues en las graficas Helly todas las completas
X de K(G) satisfacen NX # (. Adem4s, el teorema 6 fue aplicado por sus autores para mostrar una
familia grande de gréficas buenas, a saber: todas las triangulaciones de Whitney de cualquier superficie,
con la tinica excepcién del octaedro.

Para terminar la seccién, mencionamos que en [4] se obtiene una generalizacién del teorema 6. Dada
una coleccién X = {qi,...,¢,} de subconjuntos de algin conjunto, denotamos con A(X) el complejo
simplicial de los subconjuntos de algin ¢;. Si X es una completa de K(G), denotemos con h(X) a la
interseccién de todos los clanes de K(G) que contienen a X. Entonces tenemos:

Teorema 7 Sea G una gréfica tal que para toda completa X de K(G) se tiene que A(h(X)) es con-
traible. Entonces G es buena.

7 El producto X

Dadas graficas GG; y G2 se define el producto G; K G5 como la grafica en el producto cartesiano de los
conjuntos respectivos de vértices, declarando (g1, g2) vecino de (g7, g5) si g; es adyacente o igual a g,
para ¢ = 1,2. Neumann-Lara demostr6 en [8] que:

K(G1 K Gy) = K(G1) KK(Gy). (2)

Por otro lado, los presentes autores demostraron en [7] que G; K G5 es homotépica al producto
topoldgico de los espacios asociados a G1, G3. Esto permite demostrar por ejemplo, que si G, G2 son
buenas o muy buenas, entonces la grafica G; K G5 tiene la misma propiedad. Ademaés usando una grafica
divergente y contraible, cuya existencia fue probada en [6], podemos demostrar:

Teorema 8 Para toda grafica G, existe una grafica divergente H tal que G ~ H.

Por supuesto, esto sugiere la pregunta de si lo mismo puede afirmarse de las graficas convergentes.
Conjeturamos que la respuesta es no, y de hecho proponemos:

Conjectura 4 Si G ~ S?, entonces es divergente.

8 Conclusiones

Se han presentado diversos resultados que muestran que la topologia puede en ciertos casos determinar
la combinatoria de las gréaficas iteradas de clanes. Por ejemplo, de ser cierta la conjetura 2 seria una
ayuda potente para determinar la divergencia de muchas gréaficas que se sospecha son divergentes, pero
las técnicas actuales han resultado insuficientes para demostrar tal conducta.
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Algoritmo de factor 3 para el problema del reparador sobre una
recta con ventanas de tiempo unitarias

Luis E. Urban Rivero * Cynthia A. Rodriguez Villalobos Rafael Lépez Bracho *

Francisco Javier Zaragoza Martinez $

Resumen

El problema del reparador (TRP por sus siglas en inglés) es un problema de calendarizacién en
donde el reparador debe visitar a sus clientes en algtin lugar par realizar alguna tarea. Cada cliente
tiene una ventana de tiempo durante la cual el reparador puede realizar dicha tarea. El objetivo de
este problema es maximizar el nimero de lugares visitados. En este trabajo se mostrard un caso
especial en el que todas los lugares a visitar estan sobre una recta, el tiempo de procesamiento de
cada tarea es cero y el tamano de las ventanas de tiempo es unitario. Se presentara un algoritmo
cuadratico con factor de aproximacién 3 basado en algoritmo de factor 8 propuesto en 2005 por R.
Bar-Yehuda, G. Even y S. Shahar.

Palabras Clave. TRP. Algoritmo de aproximacién. Ventanas de tiempo unitarias.

1 Introduccion

El problema del agente viajero (TSP por sus siglas en inglés) es considerado un problema clésico de la
optimizaciéon combinatoria donde dado un conjunto de ciudades y distancias entre cada par de ellas, un
agente de ventas necesita encontrar el recorrido mas corto que visite todas las ciudades y que regrese a
la ciudad donde inicié el recorrido. Existen distintas situaciones en las que el modelo del TSP necesita
de consideraciones adicionales para poder ser un modelo maés realista. En general, un agente de ventas o
de cualquier otro tipo podria no tener tiempo de visitar todos sus destinos. Ademads se debe considerar
que los clientes no estan disponibles en cualquier momento asi como también el tiempo que invierte el
agente en el servicio. Estas restricciones adicionales dan lugar al problema conocido como problema del
reparador (TRP por sus siglas en inglés).

En 1992 J. Tsitsiklis [4] demostré que el problema de decidir si el reparador puede realizar k tareas
dadas sus respectivas ventanas de tiempo es NP-Completo aun cuando las tareas tomen tiempo cero.

En 2005, Bar-Yehuda, et al. [1] estudiaron una caso especial donde los lugares a visitar estdn sobre
una recta, el tiempo de procesamiento para las tareas es cero y las ventanas de tiempo son unitarias.
La complejidad de este caso especial es desconocida. Ellos propusieron dos algoritmos de aproximacion
para dicho problema. El primero divide el plano posiciéon versus tiempo y traza un camino sobre las
lineas de particién tal que maximice el nimero de tareas realizadas. Dicho algoritmo tiene un factor de
aproximacién 8 y su tiempo de ejecucién es de O(n?). La segunda propuesta usa la misma estrategia
de dividir el plano pero considera la dominancia para evitar el doble conteo; dicha propuesta tiene un
factor de aproximacién de 4 4 € y un tiempo de ejecucién de O(n8/¢).

En 2012, G. Frederickson y B. Wittman [2] mostraron que el TRP con ventanas de tiempo unitarias
sobre un drbol es NP-Duro. También en 2012 presentaron un nuevo algoritmo con factor de aproximacién
3 y tiempo de ejecucion O(n?*) [2]. Este resultado mejora el factor del algoritmo de Bar-Yehuda et al.
de 2005 pero su costo computacional es alto.

*Posgrado en Optimizacién UAM Azcapotzalco, lurbanrivero@gmail . com

fDepartament of Combinatorics and Optimization University of Waterloo, ca7rodriguezvillalobos@uwaterloo.ca
tDepartamento de Sistemas UAM Azcapotzalco, rlbQcorreo.azc.uam.mx

8Departamento de Sistemas UAM Azcapotzalco, franz@correo.azc.uam.mx
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Basandonos en el trabajo de Bar-Yehuda et al. presentaremos un algoritmo con un factor de aprox-
imacién de 3 para el problema con ventanas de tiempo unitarias pero con un tiempo de ejecucién de
O(n?). Tal algoritmo es més rapido y simple que el propuesto por G. Frederickson y B. Wittman.

En la siguiente seccién, se describirda el TRP y el algoritmo de factor 8. La seccién 3 presentaremos
nuestro algoritmo, ademads en la seccién 3 mostraremos el andlisis que nos permite asegurar un factor

de 3.

2 Preliminares

El TRP sobre una linea con ventanas de tiempo unitarias se define como sigue.

Definicién 1 Se tiene un conjunto de n localizaciones X = {x1,xa,...,2,}, con x; € R, tiempos de
procesamiento p; = 0 parat = 1,2,...,n una longitud de la ventana de tiempo unitaria { y una métrica
d tal que para un inicio de disponibilidad de una tarea r; se tiene que su ventana de tiempo es [r;, r; +£].
Dados ¢ la posicién inicial del reparador, d(x;,x;) el tiempo necesario para moverse desde x; a x; para
xi,x; € X,1#j yt; el momento de llegada a (si es posible) z; € X paral <i<n.

El objetivo es encontrar una trayectoria que maximice el niimero de locaciones tal que

to=0, 7 <t; <r;+0 y t;+d(z;z;) <t;parai,j=1,2... kyi#j

En primer lugar debemos graficar todas las tareas con su respectiva localizacién y ventana de tiempo
en el plano posicion contra tiempo. En esta representacién las localizaciones se pueden visualizar como
segmentos de recta verticales de longitud unitaria con un intervalo [r;, 7; +£]. Bajo estas consideraciones,
el problema original se convierte en encontrar una trayectoria que maximice el nimero de segmentos
intersectados.

Después el plano se rota 45 grados en sentido de las manecillas del reloj. Lo cual implica que las
trayectorias factibles ahora serdn trayectorias monétonas con dngulo en [0,90]. Esta transformacién
del problema convierte el problema de buscar la méxima trayectoria en el plano original en buscar la
maxima trayectoria monétona en el plano con rotacién.

Posteriormente, dibujaremos sobre los segmentos ya inclinados una rejilla con cada cuadro de ancho y
alto ¢/ v/2 con una ligera perturbacién para asegurar que los extremos de los segmentos no intersectan a
la rejilla y por tanto cada uno de ellos intersecta a dicha rejilla exactamente en una recta horizontal y en
una vertical. Ahora esta rejilla serd una grafica G = (V, A) donde V esta formado por las intersecciones
de la rejilla y el conjunto de arcos A estd formado por los segmentos de la rejilla entre cada par de
vértices orientados de izquierda a derecha los horizontales y de abajo hacia arriba los verticales.

Para concluir la construccién de la grafica dirigida y aciclica G, asignamos a cada arco a € A un
peso w(a) que corresponde al nimero de segmentos que lo intersectan. La figura 1 parte izquierda se
muestra un ejemplo de la grafica dirigida y aciclica G para algunas localizaciones dadas, también en
la figura 1 parte izquierda los niimeros mostrados representan los pesos diferentes de 0 asignados a los
correspondientes arcos.

Por 1ltimo se aplica el algoritmo para encontrar caminos més largos sobre G para encontrar una
trayectoria p sobre la rejilla que intersecte la maxima cantidad de segmentos inclinados. La trayectoria
p es la que el reparador va a seguir. Este tiltimo paso puede ser procesado en tiempo O(n?) usando
programacién dindmica [3, pp. 661-666]. La figura 1 en la derecha se muestra una solucién al ejemplo
de la figura 1 parte izquierda.

Lema 1 La rejilla por si sola tiene un factor de aproximacion de 4

La demostracion del lema 1 se puede encontrar en [1] y utilizaremos algo similar en la seccién 4. La
figura 1 en la derecha muestra un ejemplo de este problema. Se puede notar que la trayectoria punteada
cuenta dos veces dos de los segmentos inclinados lo que nos da una trayectoria de 5 en lugar de 3.
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Figura 1: El plano con una rotaciéon de 45 grados y la correspondiente gréafica dirigida aciclica G =
(V, A)(izq). Una trayectoria mondtona de tamano méximo después aplicando el algoritmo de rutas més
largas sobre G(der).

2.1 Algoritmo de factor 4 para Line-TRP con ventanas de tiempo unitario
1. Se crea la gréfica dirigida aciclica G' = (V', A”) [5].
2. Se asigna el peso correspondiente a cada arco de A’.

3. Se calcula la trayectoria de peso méximo sobre G’

En 2014 en [5] se elimina el problema de doble conteo con la ayuda de la grifica auxiliar G’ que
también se describe en dicha referencia.

3 Algoritmo de factor 3

Por 1ltimo como se comentd anteriormente se realiza un mejor andlisis para mejorar el factor de aprox-
imacion, esta vez de la rejilla. Debido al lema 1 la rejilla tiene un factor de aproximacién de 4. A
continuacién se mostrara una demostracién alternativa del lema 1 para mostrar su relacién con el factor

3.

Demostracion. [lema 1] Supongamos que se tiene una ruta éptima p con costo O PT dicha ruta se puede
descomponer en bloques horizontales y verticales sobre la rejilla como se ve en la figura 2. Posteriormente
se decide ya sea tomar los bloques horizontales o verticales. Si se toman los horizontales se obtienen las
rutas de la figura 2 en la parte izquierda. Por otro lado, si se toman los bloques verticales se obtienen
las rutas de la figura 2 en la parte centro. Cabe destacar que las cuatro rutas cubren en su totalidad a
la ruta 6ptima. Denotemos con rq, 72, 3 ¥ 74 a cada una de estas rutas, y A la solucién del algoritmo
2.1 entonces se cumplen las siguientes desigualdades.

OPT< rit+reot+ry+ry
4 - 4

< max(ry,re,r3,74) < A< OPT

O

Una situacién similar se presenta en el caso del factor 3 pero con una propuesta de 3 rutas que cubran
en su totalidad a la ruta 6ptima como se muestra en la figura 2 parte derecha.

Lema 2 El algoritmo 3.1 tiene un factor de aproximacion de 3.
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Demostracién. Sea OPT el costo de la solucién 6ptima, A el costo obtenido por el algoritmo de factor
4y ri, 7o y r3 los costos de las tres rutas que cubren la éptima. Sabemos que

max(ry,re,r3) < A < OPT.

Ademds como las 3 rutas cubren a la éptima podemos decir que

1
max(ri, re,r3) > g(ﬁ +ro+r3) vy ri+ra+r3 > OPT.

Por lo tanto

%(OPT) < A<OPT

: !
/ /| |

Figura 2: Descomposicién en bloques de la ruta 6ptima y todas las posibles rutas.
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Tropicalizando graficas

Johana Luviano*

Resumen

Una grafica G° con una coloracién de vértices ¢ se dice que es tropicalmente coneza (o t—coneza)
si para cada par de vértices distintos u, v de G°, existe una trayectoria P(u,v) de u a v que contiene
los c—colores. Analizaremos las propiedades que necesita tener una grafica para garantizar que es
t—conexa. Una cubierta tropical (o t—cubierta) de G° es una cubierta por vertices de G¢ que ademds
contiene los c—colores. Presentamos algunas cuotas para t—cubiertas de graficas r—regulares.

Palabras Clave. coloraciéon de vértices, grafica r-regular, grafica k—conexa, cubierta por vertices.

1 Introduccion

En este trabajo estudiamos las subestructuras tropicales en graficas vértices coloreables, primero intro-
ducidas en [1]. Las graficas vértices coloreables son ttiles en varias situaciones. Por ejemplo, la grifica
Web puede ser considerada como una gréfica vértice coloreable donde el color de un vértice representa
el contenido de la pdgina correspondiente (rojo para mateméticas, amarillo para la fisica, etc.) [2].

Sea G = (V, E)) una gréfica simple no dirigida. Dado un conjunto de colores C = {1, ...,c}, G = (V, E)
denota una grafica con una vértice coloracién (no necesariamente propia) cuyos vértices reciben un color
de los colores en C. Para cualquier subgrafica H de G¢, denotamos por ¢(H) el conjunto de colores de los
vértices de H. Una grafica G se dice que es propiamente coloreable cuando no hay vértices adyacentes
que reciban el mismo color. El niimero cromdtico de una gréfica G no vértice coloreable, denotado x(G),
es el menor nimero de colores de ¢ tal que existe una grafica G que es propiamente coloreable. Una
subgréfica conexa H de G¢ se dice que es tropical si ¢(H) = C. El ndmero de la subgrdfica tropical conexa
tc(G€) es el orden de la subgrafica tropical conexa més pequeia de G¢. Una subgrdfica arco-iris conexa
de G° es una subgréfica conexa en la que cada color estd presente a lo méds de una vez. Una subgrdfica
coneza coloreable de G° es una subgréfica arco-iris que es tropical. La vecindad N(u) es el conjunto
que contiene todos los vértices adyacentes al vértice u en G°. La vecindad cerrada N[u] se define por
Nlu] = N(u) U {u}. Llamamos blogues de una grifica a sus subgréficas 2—-conexas maximas.

Proposicién 1 Sea G una graifica. Entonces:
e cualesquiera dos bloques de G tienen a lo mds un vértice en comiin,
e Jos bloques de G forman una descomposicién de G,

e cada ciclo de G esta contenido en un bloque de G.

2 Grafias t—conexas

La clase de graficas 2—conexas tiene una caracterizacién que expresa la construccién de cada una de
tales gréficas de un ciclo y trayectorias.

Definicién 1 Una oreja (ear) de una gréfica G es una trayectoria maxima cuyos vértices internos tienen
grado 2 en G. Una descomposicion en orejas (ear decomposition) de G es una descomposicién Py - - - Py,
tal que Py es un ciclo y P; parai > 1 es una oreja de PyU --- U P;.

*Departamento de Matemadticas—Cinvestav, johana.luviano@gmail.com
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Teorema 2 (Whitney [3]) Una gréfica es 2—conexa si y solo si tiene una descomposicion en orejas.
Ademads, cada ciclo en una grafica 2—conexa es el ciclo inicial en alguna descomposicién en orejas.

Dada una grafica G¢, se dice que la gréfica es tropicalmente conexa (o t—conera) si para cada par de
vértices distintos u, v de G°, existe una trayectoria P(u,v) de u a v tal que ¢(P(u,v)) = C.
Acontinuacién mostramos los resultados que se tienen para que una grafica sea t—conexa.

Teorema 3 Si G¢ es una grafica coloreable k—conexa con c—colores y ¢ < k, entonces G¢ es t—conexa.

Teorema 4 Si G° es una grafica coloreable conexa pero no 2—conexa y ¢ = 2, entonces G° es t—conexa
si y sélo si cada bloque de G° es 2—coloreable.

Si la coloracién C es propia, entonces se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5 Si G¢ es una grafica coloreable 2—conexa pero no 3—conexa y ¢ = 3, entonces G° es t—conexa
si y so6lo no existen u,v vértices del mismo color que separan colores.

Para el caso de que la coloracién no necesariamente es propia se conjeturé lo siguiente.

Conjectura 1 Si G° es una grafica coloreable 2—conexa pero no 3—conexa y ¢ = 3, entonces G es
t—conexa si y solo existe un ciclo C y una oreja P, tal que C'U P es t—conexa.

3 Cubiertas tropicales

Un subconjunto B C V(G) es una cubierta de vértices minima de G si: (1) cada arista de G es incidente
con al menos un vértice en C; y (2) no existe un subconjunto propio de B con la primer propiedad. Si
C satisface solamente la condicién (1), entonces C' se llama cubierta por vértices de G. Notemos que B
es una cubierta por vértices minima si y sélo si V/(G) \ B es un conjunto independiente méximo. Por
lo tanto, a(G) + B(G) = n(G), donde a(G) es el tamano maximo de los conjuntos independientes de G,
B(G) es el tamafio minimo de las cubiertas de vértices de G y n(G) es el tamano de G.

Teorema 6 (Caro, Wei) Para una gréfica G,

con la igualdad si y sélo si cada componente de G es una gréafica completa.

Sea G¢ una grafica, una cubierta tropical (o t—cubierta) de G€, es un subconjunto B C V(G) que es
una cubierta por vértices y cumple que ¢(B) = C. Denotamos por 3Y(G¢) el tamaiio minimo de las
t—cubiertas de vértices de G°.

Para el caso de t—cubiertas de G° se tiene lo siguiente:

Teorema 7 Sea G° una gréafica r-regular, entonces

e <rn—|—c—1
FE) < r+1
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Un acercamiento a las ASR-graficas

Gabriela Juan Garcia * Joaquin Tey Carrera

Resumen

Sea e una arista de una grafica simple y conexa G. Las graficas que se obtienen al borrar y
subdividir a e en G se denotan como G — e y G, respectivamente. Como es usual, v(G) denota al
numero de dominacién de G. Decimos que G es una ASR-gréafica (del inglés anti-sub-removable) si
v(Ge) # v(G—e) para toda arista e de G. Sobre las AS R-gréificas; mostraremos algunas propiedades,
una caracterizacién y cotas para el tamafio minimo.

Palabras Clave. Numero de sujecién. ASR-grafica.

1 Introduccién y definiciones basicas

Sea GG una grafica conexa simple. Denotamos por V(G) y E(G) al conjunto de vértices y al conjunto de
aristas de G, respectivamente. La vecindad abierta N(v) de v € V(G) consta del conjunto de vértices
adyacentes a v, es decir, N(v) = {w € V(G);vw € E(G)}. La vecindad cerrada N[v] de v € V(G)
consta del vértice v junto con su vecindad abierta, N[v] = N(v) U {v}. La vecindad privada exterior
EPN(v,S) (del inglés exterior private neighbor) de un vértice v € S con respecto a S C V(G) se define
como EPN(v,S) := N(v) — N[S — {v}].

Dada una gréfica G y una arista e € E(G), denotamos por G — e a la grifica obtenida al remover
la arista e de Gy por G, a la grafica que resulta de subdividir la arista e de G. Recordemos que la
subdivisién de una arista consiste en remover la arista e de G y anadir un nuevo vértice adyacente a los
vértices finales de e.

Un conjunto D C V(G) se denomina conjunto dominante si cada vértice v € V(G) es o un elemento
de D o adyacente a un elemento de D. Diremos que D domina a G y escribiremos D > G. El nimero
de dominacion v(G) de una gréfica G se define como la minima cardinalidad de un conjunto dominante.
Un conjunto dominante de cardinalidad minima se denomina ~y-conjunto. Denotaremos por I'(G) al
conjunto de todos los y-conjuntos de G.

El nidmero de sujecién b(G) de una grifica G es la cardinalidad del conjunto mas pequeno de aristas
E(Q) para el cual (G — E) > v(G). En la Figura 1 se muestra una gréfica G con v(G) = 2. Observemos
que al remover cualesquiera una o dos de sus aristas, el niimero de dominacién no cambia, pero el niimero
de dominacién de la grafica que resulta tras remover tres aristas aumenta a tres, por lo tanto G tiene

b(G) = 3.
®

@
YCy) =2 A(Ci— E) =

Figura 1: Una grifica G con b(G) = 3.

*Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa, gaby_juga@hotmail.com
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2 Graficas ~-insensibles

Una grafica cuyo ntimero de sujecién es mayor que uno se denomina ~y-insensible, es decir, para toda
e € E(G) se cumple que v(G) = v(G — e).

=1 NG —e)=1

1G)
Figura 2: K3 es una gréfica y-insensible.
Definimos
E(n,v) := Tamafio minimo de una grifica conexa ~-insensible de orden n y nimero de dominacién ~.

En 1984, Brigham y Dutton (ver [2]) determinaron el tamano minimo de este tipo de gréficas. Sus
resultados se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Brigham & Dutton, 1984)

n—6 siy=1yn>3,
n—1 siy>2yn<3y—2,
n siy>2yn=3y—-1,
2n—3y siy>2yn>3y.

E(TL, 7) -

Por ejemplo, en la Figura 3 se muestra una gréfica y-insensible de tamano minimo de orden nueve y
nimero de dominacién dos.

y=2
n=29
E9,2) =12

Figura 3:

3 ASR-graficas

Una gréfica G se denomina ASR-grdfica (del inglés anti-sub-removable) si para toda arista e € E(G)
se cumple que v(G — e) # v(G.). Un ejemplo de este tipo de graficas son las gréificas completas, las
cuales tienen nimero de dominacién igual a uno. Observemos que al remover cualquier arista de la
grafica el nimero de dominacién no cambia, pero el nimero de dominacién de la grafica que se obtiene
al subdividir cualquiera de sus aristas es dos (ver Fig. 4).

3.1 Propiedades

Algunas propiedades de las ASR-gréaficas son las siguientes, de las cuales las tres primeras las podemos
encontrar en [4] y las dos ultimas, son nuevas propiedades. Mas adelante veremos la importancia de
cada una de ellas.
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YKy =1 G —e) =1 Y(Ge) =2

Figura 4: K, es una ASR-gréafica.

1. Una ASR-grafica no tiene hojas.
2. Toda ASR-grafica es y-insensible.

3. Si G es una ASR-grafica, entonces para todo 7-conjunto D = {vj,vs,...,v} se tiene que
(Nv1], N[vs], ..., N[vg]) es una particiéon de V(G).

4. Una ASR-grifica tiene al menos tres y-conjuntos distintos.

5. Si una ASR-grifica tiene orden n y nimero de dominacién v, entonces n > 3.

3.2 Caracterizacion

Sea D € I'(G) y e € E(G). Si [en D| =1, entonces e N D denota al extremo de e que no esta contenido
en D.

Teorema 2 G es una ASR-gréfica si y sélo si para toda e € E(G) existe D € I'(G) tal queenN D =
v para todo D € I'(G) se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1.enD={.

2. lenD|=1yenD e EPN(enD,D)y EPN(enD,D) # {en D}.

Observemos que esta caracterizaciéon no nos proporciona informacién de cémo son explicitamente
las ASR-graficas, sin embargo fue de gran utilidad para mostrar el siguiente resultado, el cual nos
proporciona condiciones suficientes para que una grafica sea una AS R-grafica.

Lema 3 Sea G una grafica tal que

1. G tiene al menos tres y-conjuntos disjuntos.

2. Para todo D € I'(G) y v;,v; € D, i # j, se cumple que N|v;] N N[v;] = 0.
Entonces G es una AS R-gréfica.

Observemos que ambas condiciones se deben satisfacer simultdneamente. Por ejemplo, en la Figura 5
se muestra una grafica donde (Nv1], N[v2]) es una particién de V(G) pero para la arista e € E(G)
tenemos que y(G — e) = ¥(G.), por lo tanto G no es una ASR-gréfica. De igual manera, en la Figura 6
se muestra una grafica G con tres 7y-conjuntos disjuntos pero para la arista e € E(G) se tiene que
Y(G —e) = v(Ge) = 2, por lo tanto, G no es una ASR-grifica.

(G) =2 (G —e)=3 Y(Ge) =3
Figura 5:
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ol e €2

Dy = {x1, 22}
Dy = {y1, 1o}
Dy = {217 Zz}

n 2 Y 22

Figura 6:

3.3 Tamano minimo
Definimos

@¢(n,v):= Tamafio minimo de una ASR-gréfica conexa de orden n y ntimero de dominacién ~.

AW

$(10,2) <19 $(10,2) < 18

Lema 4 Sin > 3, entonces ¢(n,7y) > 2n — 3.

Proposicién 5 Sin > 3v, entonces ¢(n,y) < 3n — 6.

La segunda propiedad de las ASR-gréficas y el Teorema 1 prueban la cota del Lema 4, mientras que
la cota de la Proposicién 5 se basa en la siguiente familia de graficas, cuyos elementos son AS R-graficas
por el Lema 3.

Py = {v1,vp, 3}
H = {uy, ug, ..., un 3}
B(n,v) < 3|H| +[Cs,]

o(n,y) < 3n— 6y

Los valores exactos para el tamano minimo se muestran en el siguiente resultado.

Teorema 6
0 sin < 3,
p(n,y) =4 n sin =3,
3In—6y si(y=1lyn>3y)o(y=2yn=6,7,8).

4 Conclusiones

Al estudiar las ASR-gréficas, se encontraron nuevas propiedades, se mostré una caracterizaciéon y se
determinaron cotas para el tamano minimo. Conjeturamos que si n > 3+, entonces ¢(n,vy) = 3n — 6.
Como trabajo futuro se pretende probar o encontrar un contraejemplo a esta conjetura. Cabe aclarar que
este trabajo forma parte de la tesis de maestria en la UAM-I de la primera autora bajo la direccién del
segundo.
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Primeros resultados sobre la existencia de ciclos hamiltonianos en la
suma generalizada de digraficas*

Narda Cordero-Michelf Hortensia Galeana-Sénchez? Il4n A. Goldfeder?

Resumen

La existencia de ciclos hamiltonianos es un tema clasico de estudio. En esta charla, presentaremos
algunos resultados obtenidos del estudio de ciclos hamiltonianos y, en general, factores de ciclos en
la suma generalizada de digréficas, que es una operacién recientemente introducida.

Palabras Clave. Digréfica. Ciclo hamiltoniano. Factor de ciclos. Generalizacién de torneos.

1 Introduccion

En [4], H. Galeana-Sénchez introdujo una operacién a la que llamé suma generalizada de digrdficas, que
es una generalizacién de la composicién de digréficas sobre torneos, como aparece definida en [1]. Esta
ultima es una operacién de digréaficas bien estudiada de la que se conocen elementos para asegurar la
existencia de ciclos hamiltonianos. Es por esto que nosotros nos interesamos por el comportamiento de
los factores de ciclos en las sumas generalizadas de digraficas, para determinar condiciones que garanticen
la existencia de ciclos hamiltonianos.

En esta charla expondremos algunos de los resultados que obtuvimos en [3].

2 Definiciones

En este texto, D = (V(D), A(D)) denotard una digrafica sin lazos y con a lo més una flecha de v a v
para cualquier pareja de vértices u y v.

Si (u,v) es una flecha en A(D), la denotaremos por v — v o por uv. Dados dos conjuntos ajenos de
vértices de D, A y B, denotaremos por (A, B) al conjunto de todas las flechas a — b tales que a € A y
be B.

Cuando hablemos de trayectorias y ciclos, estos serdn siempre dirigidos. A una coleccién de ciclos
mutuamente ajenos F en una digrafica D le llamaremos factor de ciclos, si es una subdigréafica generadora
de D.

3 Preliminares

Definiciéon 1 Sean D y D, dos digréficas ajenas en vértices. Si una digrédfica D es tal que: (i)
V(D) = V(D1) UV(Dy), (ii) D[V (D1)] = Dy y D[V(D3)] = D5 y (iii) entre cualesquiera dos vértices,
uno en V(Dy) y otro en V(Ds), existe exactamente una flecha en D, entonces diremos que D es una
suma generalizada de Dy y Ds.

Dada una flecha f en A(D) diremos que es una flecha interior de D si f pertenece al conjunto
F(D;1)U F(D3) y que es una flecha exterior si pertenece a F(D) \ F(D1) U F(D3).

Definicién 2 Al conjunto de todas la digraficas que son una suma generalizada de Dy y Ds lo llamare-
mos la suma generalizada de Dy y Dy y lo denotaremos por D1 @ Ds.
Observemos que dadas dos digréficas puede haber mas de una suma generalizada .

*Trabajo realizado con el apoyo UNAM-DGAPA-PAPIIT IN106613.

fFacultad de Ciencias, Universidad Nacional Auténoma de México, narda@ciencias.unam.mx
Instituto de Matemdticas, Universidad Nacional Auténoma de México, hgaleana@matem.unam.mx
§Instituto de Matematicas, Universidad Nacional Auténoma de México, ilan.godlfeder@gmail.com
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Dy To T T2 z3

Figura 1: El sfmbolo {} expresa que ademds estdn todas las flechas en {(u,v) — u € V(D) y v €

V(D) {(yg,0)}-

Maés ain, dadas n digraficas mutuamente ajenas, D1, Dy, ..., Dy, y Den Dy @ Dy @ --- @ D,, se
tiene que para cualquier subconjunto {D;,, D;,, ..., D;. } de {D1, Do, ..., Dy} la subdigrafica de
D[V(D;,)UV(D;,) U---UV(D;,)] pertenece a la suma D;, & D;, ®--- @ D;, .

4 Resultados
A continuacion presentaremos algunas propiedades que tienen las sumas generalizadas de digraficas.

Teorema 1 Sean Di, Ds, ..., D, digrificas hamiltonianas mutuamente ajenas. Si D € Dy & Dy @
-+ @ D, y D es fuertemente conexa entonces D es hamiltoniana.

Teorema 2 Sean D, una trayectoria dirigida y Dy una digrafica hamiltoniana. Si D € Dy @& Dy y D
es fuertemente conexa entonces D es hamiltoniana.

Notemos que si D es fuertemente conexa y estd en Dy @ Do, donde:
e D; es hamiltoniana y Dy tiene un factor de dos ciclos o
e D; es hamiltoniana y Dy posee una trayectoria hamiltoniana,

entonces D no necesariamente es hamiltoniana (véase la figura 1). Como trabajar con digraficas que
son trayectorias cierra mucho el campo de investigacién, lo anterior nos lleva a preguntarnos si tenemos
un factor de ciclos en D; y otro en Dy en cudnto podemos reducirlo en la suma, como se verd en el
siguiente teorema.

Teorema 3 Sean D, y D dos digraficas mutuamente ajenas, cada una con un factor de ciclos de
cardinalidad minima, de ki y ko ciclos, respectivamente. Si D € D1 @ Do y D es fuertemente conexa
entonces D posee un factor de ciclos de cardinalidad menor o igual que ki + ko — 1.

La cota propuesta en el teorema 3 es la mejor que se puede encontrar como se muestra en la figura 2.

En general, si la suma generalizada de dos digraficas es fuertemente conexa y tiene un factor de dos
ciclos, dicha suma no necesariamente es hamiltoniana (véase la figura 3), por eso nos preguntamos si
pidiendo caracteristicas especiales a los ciclos podemos asegurar la hamiltonicidad, de ahi el siguiente
resultado.

Teorema 4 Sean Dy y D, dos digraficas ajenas en vértices. Si una suma generalizada D de Dy y Do
es fuertemente conexa y tiene un factor de dos ciclos Cy y Cy tales que sus conjuntos de flechas, F(C1)
y F(Cy), consisten de flechas exteriores de D y cumplen alguna de las siguientes propiedades:

e tanto (Cy,Cs) como (Cy,C1) tienen flechas exteriores de D o

o todas las flechas exteriores de D estdn en (C1,Cs) y los conjuntos (Ca,C1) N A(D1) y (C2,Cq) N
A(D3) son no vacios
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Figura 2: El simbolo 1} significa que ademads estan todas las flechas en {(u,v) — u € V(D3) y v €

V(D)}\ {(y,=1)}-

Zo Z1 i) z3

Dy

D,

N

Yo Y1 Y2 Ys

Figura 3: El sfmbolo = denota que todas las flechas exteriores de la suma van de {xo,z1,y0,y1} a
{x27x3ay27y3}'

X T1 €2 €3 Ty X5

Dy o e Se< & e Se
\ /ﬂ\

Dy o<—};o
yW/O

Figura 4: El simbolo {} significa que ademds estdn todas las flechas en {(u,v) —u € V(D3) y v €
V(D) \ {0, z0), (o, x5), (y1,22)}.

entonces D es hamiltoniana.

La figura 3 muestra que alguna de las condiciones en la proposicion 4 debe cumplirse para encontrar
un ciclo hamiltoniano.

Observemos que cuando las flechas de los ciclos del factor no estdn totalmente contenidas en las
flechas exteriores de la suma, ain si los sumandos son fuertemente conexos, puede que la suma no sea
hamiltoniana, como se muestra en la figura 4.
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Buscando jaulas cubicas a partir de graficas de Cayley

Citlalli Zamora Mejia * Rafael Villarroel Flores f

Resumen

La idea central del trabajo es construir graficas bipartitas ctibicas de cuello al menos ocho con
el fin de reducir la cota superior dada hasta el momento para las jaulas cubicas de cuello par.
Durante la investigacién se producen varios resultados interesantes que son de importancia para que
el algoritmo de construcciéon implementado sea eficiente; aqui se expondran dichos resultados.
Palabras Clave. Jaula cibica. Cuello. Gréfica de Cayley. Gréfica localmente 3K2. Gréfica
bipartita clanica.

1 Introducciéon

En las diversas ramas de matemadticas, los problemas de minimizacién son muy comunes. En la charla
se abordara uno de los problemas de minimizaciéon mas activos en teoria de graficas, especificamente en
teorfa de jaulas. El cual consiste en determinar el menor ntiimero de vértices que las (k, g)-gréficas tienen
y clasificarlas salvo isomorfismo. El lector puede consultar estudios panoramicos de estos problemas en
los articulos [1] y [2] de la bibliografia.

La charla se centra en graficas 3-regulares, llamadas generalmente grdficas cibicas. Como se menciona
en la cita [3], los rasgos fundamentales de los problemas de las jaulas siguen presentes en este caso
particular.

2 Definiciones basicas

Para comenzar hay que sentar las bases definiendo algunos conceptos bésicos que a muchos les podrian
sonar mas que familiares pero que no estd de méas mencionarlos.

Definicién 1 Una gréfica I' es un par ordenado de conjuntos finitos, I' = (V(T'), E(T")), donde V(T') es
llamado conjunto de vértices de I" y E(T') conjunto de aristas de T', tales que:

EI) CV(I)® :={eC V() ||| =2}

En este caso las graficas que nos interesan no tienen aristas dirigidas, lazos o aristas multiples.
También es necesario que tengan ciclos, es decir que exista una sucesiéon de vértices vy, ..., v,, con
n > 3, todos distintos entre si, tales que v; sea adyacente a v;+1 y v, sea adyacente a v;.

Definicién 2 Sea G una grafica con ciclos. Se define el cuello de G como:
9(G) := min{longitud de c | ¢ es un ciclo en G}.
Una grafica se dice k-regular si cada vértice se encuentra en exactamente k aristas.

Definicién 3 Una (k, g)-gréfica es una gréfica k-regular de cuello g.

No es dificil deducir que si G es una (k, g)-grafica con dos componentes disjuntas, cada componente
también es una (k, g)-gréfica por si misma, pero cada una con menos vértices que G. Por ello una
pregunta natural que surge es: ;Cudl es la menor cantidad de vértices que una (k, g)-grafica tiene?

*UAEH, cizame@gmail.com
TUAEH, rvf00680gmail.com
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Definicién 4 Una (k, g)-jaula es una grafica k-regular de cuello g, con la menor cantidad de vértices
posible.

Entonces la pregunta es: ;Cudntos vértices tiene una (k, g)-jaula? Para ciertos valores de k y g la
respuesta es muy sencilla: si k = 2, las (2, g)-jaulas son precisamente los ciclos de longitud g. Cuando
g = 3, las (k, 3)-jaulas tienen exactamente k + 1 vértices, y son las gréficas completas Ky11. Pero en
general la respuesta no es conocida.

Con k =3y g=3,4,...,12 las jaulas ya son conocidas, sin embargo, para g > 13 lo tnico que hasta
el momento se ha podido obtener son (3, g)-graficas relativamente pequenas, cuyos érdenes sirven como
cotas superiores para la cantidad de vértices de la respectiva jaula.

En la direccién http://staffhome.ecm.uwa.edu.au/ 00013890/remote/cages/ se encuentra una
lista de las cotas que hasta el momento se tienen para jaulas ctbicas.

3 Método de construccion

Existe una conjetura que menciona que las jaulas de cuello par son bipartitas, es decir, que su conjunto
de vértices se puede expresar como unién de dos conjuntos disjuntos no vacios, X y Y tales que si {z, y}
es una arista de la gréafica entonces z € X y y € Y o viceversa.

Pensando en esta conjetura como punto de referencia, y también por ser una forma de restringir el
problema, el método que se propone construye graficas cibicas de cuello par mayor o igual a ocho usando
graficas de Cayley localmente 3K5.

Definiciéon 5 Sean G un grupo y T un subconjunto de G tal que:
1. La identidad del grupo no estda en T'.
2. Sit €T entoncest™! € T.

Se define la Gréfica de Cayley, Cay(G,T), como la gréfica con V(Cay(G,T)) = G, donde g; es adyacente
a go siysolosigglgl eT.

Definicion 6 Una gréafica G es conocida como localmente 3K si es de vecindad constante y ademas la
subgrafica de G' inducida por los vecinos de x es isomorfa a la unién disjunta de tres copias de la grafica
completa Ks, para todo x € V(G), es decir:

NG(ZE) = 3K2.

La figura 1 es la forma en que se ve una grafica localmente 3K, alrededor de cada vértice.

Figura 1: Vecindad cerrada de cada vértice en una gréfica localmente 3 K.
Un clan de una grafica G es una subgrafica completa maximal.

Definicién 7 Sea Clg := {H | H es un clan de una grifica G}. Se define la grifica bipartita cldnica
BK(G) de una grafica G, como la grafica con conjunto de vértices:

V(BK(Q)) := V(G)UClg,
donde z,y € V(BK(G)) son adyacentes si y solo si x € V(G) y y es un clan de G, tales que x € y o

viceversa.
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Es decir, la gréfica bipartita cldnica es aquella cuyos vértices estdn asociados a los elementos de V(G)
y a los clanes de GG, de manera disjunta, donde las aristas que existen se dan solo entre un elemento
asociado a un vértice y otro asociado a un clan.

El procedimiento que se sugiere para construir graficas ciibicas de cuello grande comienza por generar
graficas de Cayley localmente 3K5. Tales grificas son vértice-transitivas, es decir, basta con hacer un
analisis alrededor del vértice correspondiente a la identidad del grupo para saber como se comportan en
el resto de sus vértices. Después, se le asocia a cada una de estas graficas su grafica bipartita clanica.
Las graficas que resultan al final del proceso son cubicas y tienen cuello al menos 8.

4 Principales aportaciones

Como ya se menciono, las graficas de Cayley proporcionan cierta facilidad a la hora de estudiarlas pues
el anédlisis que se haga localmente se puede extender a toda la gréfica.
A continuacién menciono las contribuciones méas importantes de este analisis:

Teorema 1 Una gréfica B ciibica de cuello mayor o igual a 8 es bipartita si y solo si B es isomorfa a
la grafica bipartita clanica de una grafica G localmente 3Ks.

Permite asociar a cualquier grafica bipartita 3-regular con cuello mayor o igual a 8 con una grafica
localmente 3K5 y viceversa.

Teorema 2 Sean G un grupo y T' un subconjunto. La gréfica de Cayley, Cay(G,T), es localmente 3K
siy solosiT es tal quee ¢ T, |T| = 6 y ademds el subconjunto T' cumple con las condiciones 1 o 2.

1. T es de la forma T = {a,a™*,b,b7 ! ¢c,c71} 2. TesdelaformaT = {a,a=!,b,b= a=1b, b ta}

donde: donde:

(a) x® = I para todox € T (a) x® # I para todox € T
(b) ab# ¢! (b) b# a?

(c) ab # ¢ (c) a? # b1

(d) ab=t #c7! (d) b* # a1

(e) ab=t # ¢ (e) ab# b~ ta

(f) ac#b (f) a? # v?

() ac b (g) ab+# ba

(h) ac™t #b (h) a='b+#ab~la

(i) ac™t # b7t (i) ab # ba~1

1

Teorema 3 En una grafica de Cayley los vértices x y x~~ se encuentran a la misma distancia de la

identidad.

Teorema 4 Sean G un grupo y T un subconjunto tal que Cay(G,T) es bipartita. Si X es el conjunto
de todos los vértices de Cay(G,T) que estdn a distancia par de la identidad, entonces X es un subgrupo
del grupo G.

Teorema 5 Sea B una grafica de Cayley bipartita 3-regular con cuello mayor o igual a 8 y ademas
conexa. Entonces B es isomorfa a la grifica bipartita clanica de una grafica de Cayley localmente 3K5
del tipo 2.
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5 Algoritmo y conclusiones

Para construir graficas cibicas por este método se realizé un programa en GAP, que a partir de una
libreria de grupos, para cada grupo construye una lista completa salvo isomorfismo de las gréficas de
Cayley localmente 3K, y después de analizar los ciclos a los que la identidad pertenece reporta en cuello
de sus graficas bipartitas cldnicas.

En la tabla 1 se muestra la relacién entre las cotas superiores dadas para la cantidad de vértices de
una jaula cibica y la cantidad de vértices que tienen las graficas construidas a partir de gréaficas de
Cayley localmente 3K5, de ambos tipos.

En la segunda columna se encuentra la cota superior actual para las jaulas en la primer columna.

La tercer columna muestra la cantidad de vértices que tiene la gréafica ctibica mads chica hasta ahora
construida a partir de una gréafica de Cayley localmente 3K del tipo 2, con el mismo cuello que la jaula
en la primer columna.

La cuarta columna muestra la cantidad de vértices que tiene la grafica cibica méas chica hasta ahora
construida a partir de una grafica de Cayley localmente 3K del tipo 1, con el mismo cuello que la jaula
en la primer columna.

La jaula | Cota superior | Orden de la gréfica tipo 2 | Orden de la grafica tipo 1

(3,8)-jaula 30 40 42
(3,10)-jaula 70 80 114
(3,12)-jaula 126 162 162
(3,14)-jaula 384 406 612
(3,16)-jaula 960 1008 1008
(3,18)-jaula 2640 2640 ?
(3,20)-jaula 6048 ? ?
(3,22)-jaula 16206 ? ?

Table 1:

La revisién fue exhaustiva para determinar las graficas més pequenas construidas por este método de
cuello hasta 16. La grafica de cuello 18 iguala la cota que hasta el momento estd dada, pero aun existe
la posibilidad que este método construya (3, 18)-gréficas con menos vértices.
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Indice Aritmético-Geométrico de una Grafica*

Juan Carlos Hernandez Gémez José M. Rodriguez? José M. Sigarreta’

Resumen

En este trabajo obtenemos nuevas relaciones entre el Indice Aritmético-Geométrico (GAL(Q) y
otros importantes indices topoldgicos de una grafica.

Palabras Clave. Gréficas. Desigualdades. Indices Topoldégicos. Indice Aritmético-Geométrico.

1 Introduccién

Los indices topoldgicos en graficas estan basados fundamentalmente en las relaciones entre las aristas y
grados de una gréafica, y han sido usados y estudiados desde 1975. Problablemente, el mas conocido de
todos sea el Indice de Conectividad de M. Randi¢ (R(G)) [9]. En la literatura cientifica existen alrededor
de 500 trabajos dedicados a dicho descriptor ([6], [8], [10] y sus referencias). Durante las titimas décadas,
matematicos, quimicos y fisicos han tratado de encontar nuevos indices que permitan mejorar el poder
de prediccion del indice de Randi¢. Tal situacién ha dado lugar a la introducciéon de un amplio nimero
de indices, que en su gran mayoria pueden ser estudiados mediante la Teoria de Gréficas.

Uno de los sucesores naturales del Indice de Randié, es el Primer Indice Aritmético-Geométrico (GA;),
Vduds
Tdutdy)
arista de la grafica G conectando los vértices u y v, y dy es el grado de un vértice u. Aunque GA;
fue introducido en el 2009, ha demostrado su importancia tedrico-practica. Resulta atinado plantear
que existen otros indices con la misma estructura que el GA;, por ejemplo Z, , (Zp1 = GA;); en [3]
se muestra experimentalmente que el GA; permite obtener la misma informacién que la dada por los

indices Zp, 4.

En este trabajo, G = (V(G), E(G)) denota una gréfica conexa, simple y finita con E(G) # (. Note
que la conectividad de G no es una restriccién importante para el alcance de los resultados, porque si G
tiene r componentes conexas Gy, ..., G, entonces GA1(G) = GA1(G1) + -+ GA1(G,); ademds, desde
el punto de vista practico toda grafica molecular es conexa.

que fue definido en [13] de la siguiente manera: GA1(G) = X ,.ep(q) donde uv denota la

2 (GA; y otros indices topoldgicos en graficas

Proposicion 1 Sea G una grafica. Entonces:

e G es una gréfica regular si y sélo si GA1(G) = m.

e Si G es un grifica birregular-(A, ¢), entonces GA1(G) = 2’2@ .

e SiS,, n, esuna gréfica Doble Estrella, entonces GA1(Sn, n,) =

2n1\/n1+1+2n2\/n2+1+2 (n1+1)(n2+1) .

ni+2 no+2 ni+nz+2

o SiK,, . n. eslagrédfica Multipartita Completa conn = ni+- - -+ny, vértices, entonces GA1(Ky,,... ny) =

k—1 k 2ninj+/(n—n;)(n—mn;)
Zi:l Zj:i+l :

2n—n;—n;

Vamos a necesitar el siguiente resultado (ver [11]).

*Trabajo realizado con apoyo de la UAGro

fFacultad de Mateméticas, Universidad Auténoma de Guerrero, jcarloshg@gmail.com
{Departamento de Matematicas, Universidad Carlos IIT de Madrid, jomaro@math.uc3m.es
§Facultad de Mateméticas, Universidad Auténoma de Guerrero, jsmathguerrero@gmail.com
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Corolario 2 Sea g la funcién dada por g(z,y) = 2@( Q\ﬁ < g(z,y) <
1. La igualdad de la cota inferior se alcanza si y solo sir=ay y = b, ox=byy=a y la superior se

alcanza si y sélo si x =y. Ademds, g(x,y) = g(z’,y’) si y sdlo si x/y es igual a ' [y oy'/x’.

En [3] y [13] aparecen las siguientes desigualdades: GA;(G) > 2("+ y GA(G) > 27’” Nuestro
préximo resultado muestra una cota inferior de GA;(G) dependiendo solamente de n y m; mejorando
las desigualdades anteriores.

Teorema 3 Para toda grifica G, GA,(G) > 2mvn—l W La igualdad se alcanza si y sélo si G es una
grafica Estrella.

Demostracién. Recordemos que 1 < d,, < n — 1 para todo u € V(G). Por el Cororario 2, tomando
a=1yb=n—1, tenemos

GAL (G Z 2v/dyd, Z 2y/(n—-1)-1 2m\/n71'

w€EE(G) d +dy wEE(G)

n—14+1 n

Por el Cororario 2, la igualdad se alcanza para G si y sélo si cada arista une un vértice de grado 1 con
un vértice de grado n — 1, y esto ocurre si y sélo si G es una gréfica Estrella. g

La hiperbolicidad en gréaficas es un tema de creciente interés, en lo fundamental, por sus multiples
aplicaciones intra y extramatemética (ver [1], [2], [12] y sus referencias). El siguiente resultado muestra
una relacién entre el GA;(G) y la Constante de Hiperbolicidad 6(G).

2(46(G) 1)3/2

Teorema 4 Para toda grdfica G (diferente de un drbol), GA;(G) > yrIte)

Demostracién. Es bien conocido que si G no es un arbol, entonces §(G) > 0. Como G es una grafica
simple, tenemos que §(G) es siempre un nimero miltiplo de 1 [1] y que §(G) ¢ {%,1} [12]. Por lo
tanto, §(G) > 2.

_1)3/
La funcién f(x) = % es creciente en [1,00), ya que f/(z) = &= 1) (:C +2) > 0 para cada

x € (1,00). Ademds, GA1(G) > M Como 0(G) < %, se tiene n 2 46(G) > 3y GA1(G) >

2(n—1)>%/2 2(48(@)—1)3/?
n Z 45(G) ' 0

En funcién de obtener nuevas relaciones entre GA; y otros conocidos indices topoldgicos, vamos a
necesitar el siguiente resultado cldsico (ver [7]).

Lema 5 Si0<n; <a; <Ny and 0 <ng <b; <N for 1 < j <k, entonces

(1)) <5 (Ve + 358 ) (o)

j=1 j=1

El muy conocido Segundo Indice de Zagreb My(G), es definido como: My(G) = > wwer(G) Qudy.
Otro recurso a utilizar, es el siguiente caso particular de la Desigualdad de Jensen.

Lema 6 Si f es una funcién convexa en Ry y x1,..., 2y > 0, f(w) < L (flz) 4+ flzm)).

m
En [4] y [3] podemos encontrar el siguiente resultado: GA;(G) < 7vmj\;2(G). Nétese que, como
nd < 2m, la cota superior del préximo teorema mejora la conocida cota anterior.

Teorema 7 Para toda grafica G, A+5 MMTZ(G) < GAL(G) < \/M, y la igualdad, en cada

desigualdad, se alcanza si y sélo G es una grafica regular.
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Demostracién. En funcién de probar la cota superior, tomemos una funcién h. Note que en la suma
2 wweB(G) (h(dy) + h(dy)) cada término h(d,) aparece exactamente d,, veces, como u es un extremo de
precisamente de d,, aristas. Asi,

Yo (da) +h(d) = D duh(dy), 3 (di+di)= 3 dui:n.

weE(G) ueV(G) weE(G) ueV(QG)

Por el Lema 6 con f(z) = 27, se tiene 3_,, c p) T < Y weE(G) %(i + i) = % . Aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

GA(G) = ) ddd<(zdd)2(ZW)m

w€eE(G) weE(G) weE(G)

s(Mz(G))l/Q(% P~ )1/2§ L%&(G).

La cota superior se prueba utilizando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si la grafica es regular, ambas
cotas son las mismas, y son iguales a GA;(G). Si la igualdad se alcanza para la cota inferior, entonces
4(dy + dy)~? = A7? para cada uv € E(G); por lo tanto, d,, = A para todo u € V(G) y la gréfica es
regular. Si la igualdad se alcanza para la cota inferior, entonces % (d, + d,) = 6 para cada wv € E(G) y
se concluye que d,, = ¢ para todo u € V(G). O

El Indice de Randié, es definido en [9] como: R(G) = ZUUGE(G) ﬁ )

Teorema 8 Para cada grafica G, #fc) < GA:(G) < AR(G), y la igualdad se alcanza si y sélo si G es
una grafica regular.

Demostracién. Ya que f(z) = 1/x es una funcién convexa en Ry, por el Lemma 6 se tiene

m 1 l(du + dv) A 1
< = E 2\ T - 2
Vdud,  ~ = E ,
ZquE(G) T(dutdy) M weB (@) dudy m dyd,
m AR(G
<
GA1(G) = m

En funcién de probar la cota superior, ndtese que:

B Vdud, 3(du +
o= T pptiss ¥ Apes 3o

weE(G) 2 weE(G)

AR(G).

Si la igualdad se alcanza, entonces i (d, + d,) = A para toda uv € E(G) y se concluye que d,, = A
para todo u € V(G).

De manera reciproca, si G es regular, entonces R(G) = &. Por lo tanto, las cotas superior e inferior
son idénticas, y ambas son iguales a m = GA;(G). O

Vamos a concluir con dos muy conocidos indices, llamados Arménico y Suma-Conectividad, definidos,
respectivamente, como: H(G) = }_,,cr(q) ﬁ, S(G) = X uver@) ﬁ. Para més infor-
macién (ver [5]). La préxima desigualdad muestra una relacién entre GA; y H(G) ([11]).

Proposicién 9 Para toda gréfica G, 0H(G) < GA;1(G) < AH(G).

Teorema 10 Para toda gréfica G, 25S(G < GA:(G) < V2A S(G). La igualdad en cada desigualdad
se alcanza si y solo si G es una grafica regu]ar.
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Demostracién. Como f(x) = 22 es una funcién convexa en Ry, por el Lema 6 se tiene
269(G)? ( Z )2 ( 1 Z (2\/dudv )1/2>2
2 N7
m weE(G) du + do weE(Q) dy + do
1 Z 2\/d d 1
m.
€E(G

m

m

— GAL(G).

Para demostar la desigualdad superior, ndtese que:

W/ dud, dy + dy
=/dy +d, <V2A,
Vd, +d, \/d +d, +

2\/d d Z 24/dydy 1

GA (G

weEB(G) du weE(G) Vdu +d, \/d“ +d
V2A =V2AS
u’uezE:(G) + ( )
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Propiedades Matematicas del diferencial de una grafica*

Sergio Bermudo! Juan C. Herndndez-Gémez José M. Sigarreta. §

Resumen

En este trabajo se muestran relaciones, desigualdades y férmulas cerradas para el diferencial en
operaciones bésicas entre gréficas.

Palabras Clave. Diferencial. Graficas. Operaciones Béasicas en Graficas.

1 Introduccion

En [6] se inici6 el estudio de las propiedades matemadticas del diferencial en graficas, junto con otros tipos
de diferenciales asociados a un determinado conjunto. En particular, en dicho trabajo se demuestran
algunas desigualdades para el diferencial de una gréfica. El diferencial minimo de un conjunto indepen-
diente fue considerado en [10]. El caso del B-diferencial de una gréfica fue estudiado en [9]. Ademds,
este pardmetro ha sido estudiado, en [1, 2, 3, 7, 8].

Para este trabajo comenzaremos estableciendo la notacién y terminologia a utilizar. G = (V, E)

denotard una grafica simple de orden n := |V| y tamano m := | E|. Denotaremos dos vértices adyacentes
wy v por u ~ v. Para un vértice v € V denotamos N(v) = {u € V : u ~ v} y N[v] = N(v) U {u}.
El grado de un vértice v € V serd denotado por §(v) = |N(v)|. Denotamos por § y A el minimo y

maximo grado de la grafica, respectivamente. Para un subconjunto no vacio S C V', y un vértice v € V,

denotamos por Ng(v) al conjunto de vecinos de v en S: Ng(v) :={u € S :u ~ v}y ds(v) = |Ng(v)|.

Dada una grafica G = (V,E) y S C V denotamos N(S) = |J N(v), N[S] = N(S)U S y B(S)
veS

como el conjunto de vértices en V' \ S los cuales tienen un vecino en el conjunto de vértices S, esto es
B(S) = N[S]\ S =N(5)\ S,y C(5) =V \ (SUB(S)).

El diferencial de un subconjunto D C V se define como 9(D) = |B(D)| — |D| y el diferencial de una
grafica G se define como 9(G) = max{d(D)}. Diremos que D C V es un conjunto diferencial o 0-set
si (D) = 9(G), D es un 9-set minimo si |D| = min{|X| : X C V,0(X) = 9(G)}, y M es un 0-set
mdzimo si |[M| = max{|X|: X C V,0(X) = 0(G)}. Para toda gréfica G con componentes conexos
G1,Gs,...,Gg, 0(G) = 0(G1) + 0(G2) + ... + O(Gg). De esta manera, sélo consideraremos gréficas
conexas. Un conjunto S C V es un conjunto dominante si todo vértice que no esté en S es adyacente a
un vértice en S. El nimero de dominacidn de G, denotado por v(G), es la cardinalidad minima de un
conjunto dominante.

2 Diferencial de una Grafica

Proposicion 1 Se cumplen los siguientes enunciados:
e SiI' es un subgréfica inducida de T', se cumple 9(I"") < 9(T").
e Si K, es una grafica completa y W,, es una gréfica rueda, se cumple 9(K,,) = 0(W,) =n — 2.
e Si K, es una gréfica bipartita completa, se cumple 9(K, ;) = max{r — 1,t — 1,r +t — 4}.

e Si P, es una gréfica camino y C,, es una grafica ciclo, se cumple 9(P,) = 0(Cy,) = [ %] .

*Trabajo realizado con apoyo de la Universidad Auténoma de Guerrero

fThe College of The Bahamas and University Pablo de Olavide, sbernav@upo.es
tUniversidad Auténoma de Guerrero, jcarloshg@gmail.com

§Universidad Auténoma de Guerrero, josemariasigarretaalmiraGhotmail.com
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Lema 2 Las tnicas graficas con diferencial igual a uno son Cs,Cy,Cs, P3, Py 0 Ps.

Lema 3 Sea I' una gréfica con grado mdximo A. 9(T') = 2 si y sélo si ocurre alguno de los siguientes
€asos:

(a) T es isomorfa a Cg,C7,Cs, Ps, P; o Ps.

(b) A =3, para todo vértice v € V tal que §(v) = 3, la subgrdfica inducida por V' \ N[v] no contiene
ninguna subgrafica isomorfa a un camino P3, y I' no contiene tres subgraficas disjuntas isomorfas
a Pg.

Proposicién 4 Sea I' una gréfica de orden n. Si n > 11, entonces (') > 3.

Demostracién. Supongamos, por reduccién al absurdo que 9(T') < 2. Entonces, por los lemas ante-
riores, falta estudiar el caso O(I') = 2 con A = 3. Tomamos un vértice u tal que N(u) = {uy, ua, us}.
El niimero mayor de vértices adyacentes a N[v] podria ser 6, en cuyo caso, d(u1) = d(u2) = d(us) = 3.
Pero, tomando S = {u, uz,uz} obtenemos 9(S) = 4. Si el numero de vértices adyacentes a N[v] es 5, es
decir, 6(uy) =2y d(uz2) = 0(ug) = 3, tomando S = {uy, uz,ug} obtenemos 9(S) = 3. En consecuencia,
el nimero de vértices adyacentes a N[v] es 4, por ejemplo, §(u1) = d(uz) = 2y é(ug) = 3. Denotemos
N(up) = {u,v1}, N(uz) = {u,va} y N(usz) = {u,v3,v4}. Denotamos A = {u, uy, ua,us, v, va, 3, v4}.
Si existe un vértice z ¢ A adyacente a uj 0 ug, se obtendria un camino Ps en la subgréifica inducida
por V' \ N(u3), lo cual es una contradiccién con el Lema 3. Si v tiene dos vértices adyacentes fuera
del conjunto A, tomando S = {u,vs}, obtendriamos 9(S) = 4. Lo mismo ocurre con vs. Por tanto, el
nimero méaximo de vértices adyacentes a v3 o vy fuera de A es uno. Es claro que anadir otro vértice
cualquiera produciria una contradiccién con el Lema 2. En consecuencia, el niimero maximo de vértices
es 10, lo cual es una contradiccién. O

3 Producto Cartesiano de Graficas

El producto cartesiano de dos graficas G y H, el cual se denota como G x H, es una grafica en donde
dos vértices (a,c) y (b,d) son adyacentes en G x H si y solo si:

e o =by ces adyacente con d en G, o
e ¢ =dy aes adyacente con b en H.

Si tomamos una estrella G = S5 y un camino H = P35 tenemos que el 9-set minimo en G X H es v X H,
donde v es el vértice de grado 4 en G, (G x H) = 9 = n20(G). Pero, si tomamos el ciclo G = Cj, el 9-set
minimo en G' X H no se obtiene de ninguna de las formas anteriores, 9(G x H) = 4 > ny0(G) = n19(G).

Teorema 5 Sean G y H graficas de orden ny y na, y grado maximo A; Asq, respectivamente. Entonces
n1y(H) +n2y(G) = 3y(G)v(H) < (G x H) < min{y(G)n2,v(H)ni }(A1 + Az — 1).
Demostracién. Sea A un conjunto dominante minimo en G x H. Si |A| < |D|, tenemos
9(A) =n—2[A| >n—|D|-|D| = |B(D)| - |D| = o(I").

Por tanto, | D] < (I') y () < 4(I)(A — 1).
La cota superior se obtiene usando la desigualdad de Vizing v(G x H) < min{y(G)ne,v(H)n1}.
Para la demostracion de la cota inferior note que para cualesquiera dos conjuntos S;1 C V3 y Sy C Vo
se verifica

(81 x S2) = [B(S1 x S2)| = [S1 x Sa| = [S2|[B(S1)| + [S1]|B(S2)| — [S1]|S2]
|S2|(|B(S1)| — [S1]) + [S1]|B(S2)|

= |52|(|B(S1)|—\S1|)+\517|6|B(Sz)|—|52|)+|51||52\~
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Tomando S7 y S2 como el minimo conjunto dominante en G y H, respectivamente, se obtiene

0(G x H)

v

O(S1 x S2) = [Sa2[(|B(S1)| — [S1]) + [S1[(|B(S2)[ — [S2]) + [S1]]S2]
Y(H)(n1 = 279(G)) +7(G)(ng — 2v(H)) — 2v(G)(H)
= my(H) +n2v(G) = 3y(G)y(H).

4 Diferencial de producto corona de graficas

El producto corona fue introducido en [5] como una nueva e importante operacién entre graficas. Sea G
y H dos gréficas de orden ny y ns, respectivamente, el producto corona G ® H se define como la grafica
que se obtiene de G y H tomando una copia de G y ni copias de H y uniendo mediante una arista cada
vértice de la i—ésima copia de H con el i—ésimo vértice de G Denotaremos por V = {v1,va,...,Vy,, } el
conjunto de vértices de G y por H; = (V;, E;), V; = {vl ,v2 S vnz} la copia de H tal que v,(c) ~ v;
para todo i < k < my. Algunas aplicaciones del producto corona en gréficas pueden verse en [4].

Teorema 6 Sean GG y H dos graficas de orden ny y no, respectivamente.
a) Sing > 2, entonces (G © H) =nq(ng — 1).
b) Sing =1, entonces (G ® H) = ny —v(G).

Demostraciéon. Primeramente, observemos que, si D es un 9 — set de G ©® H, podemos suponer que

D CV. Supondremos que {vﬁ, J2)7...,v;i)} = DNH;, conl <k < ny. Siv; € D, entonces

a(D \ {v })7 ]2 b j(k 1) = (D) + 2k > 9(D) la cual es una contradiccién. Si v; ¢ D, entonces

D\ [l v, ) U {ui}) > 8(D) + 2k — 2 > 8(D), por lo que podemos tomar D' = (D'\
{v(l)}) ) . (1)}) U {v;} en lugar de D.

’12’ ’]k

a) Sing > 2y v ¢ D, entonces (D U {v;}) = |B(dU {v;})| — |DU{wv;}| > |B(D)| > (D), en
consecuencia, podemos tomar D =V y, por lo tanto,

OGO H)=0(V)=n1ns —ni1 =ni(ng — 1).

b) Para todo D C V tenemos que 0(D) = 0g(D)+|D| = |Bg(D)|. Asi, de gg/{ﬂBg(D)\} =ny —v(G)

(ver [9]), de esta forma

0(G © H) = max{| Ba(D)[} = m —+(G).

5 Diferencial de la union de graficas

La unién de dos graficas G y H, denotada como H + G, se define como la grafica obtenida de unir las
graficas G y H tomando una copia de G y una copia de H y uniendo mediante una arista cada vértice
de G con cada vértice de H. En esta seccién daremos férmulas explicitas para el diferencial de la unién
de gréficas. El siguiente resultado fue probado en [6], el cual relaciona el niimero de dominacién y el
diferencial de una gréfica.

Teorema 7 Para cualquier gréfica conexa G de orden n, n — 2v(G) < 9(G) <n —~(G) — 1.

Ademis, se puede verificar el siguiente resultado.

Proposicién 8 Para toda griafica G+ H, 1 <~v(G+ H) <2
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(a) v(G+ H)=1si, ysclosivy(G)=10~(H)=1.
(b) Y(G+ H) =2si, ysélosiv(G)>2y~(H)>2.

De las proposiciones 7 y 8 se obtiene la siguiente resultado.

Proposicién 9 Dadas dos gréficas G y H de orden ny y na, respectivamente, n1 +ns—4 < 9(G+H) <
ny + ng — 2.

La siguiente proposicién fue probada en [3].

Proposiciéon 10 Sea G una grafica de orden n y grado maximo A,
a) 0(G)=n—2si,ysdlosi A=n—1.
b) O(G) =n—3si, ysélosi A =n—2.

Para la demostracién del Teorema 11 nétese que para dos graficas G y H de orden n; y ng y grados
méximos A; y Ag, respectivamente, el grado maximo de la unién de Gy H es A(G + H) = max{A; +
n2, Ay + n1}, y como consecuencia directa de la proposicién anterior, tenemos el valor exacto para el
diferencial de la unién de dos graficas en funcién del grado maximo de las gréaficas. Asi el resultado
sigue.

Teorema 11 Sean G y H dos graficas de orden ny y no y grados maximos Ay y Ao, respectivamente.
Entonces

a) G+ H)=n1+ngy—2si,ysélosi Ay =ny —1 0 Ay =ny— 1.

b) 0(G+H)=n14+ny—3si,ysélosi Ay =n; —2y Ay <ng—20A;=n1—2y Ay =ng—2.

¢) G+ H)=n1+ne—4si,ysélosi Ay <ny —3yAy=ny—3.
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Primeros resultados sobre la existencia de ciclos hamiltonianos en la
P-composicion de digraficas*

Ma. del Pilar Canof Hortensia Galeana-Sanchez? Tl4n A. Goldfeder?

Resumen

En esta charla presentamos una familia de digraficas obtenidas por medio de generalizacién de
la operacién de composicién de digréficas (como lo utilizan J. Bang-Jensen y G. Gutin en [2]), en la
que se satisface la misma caracterizacién para la existencia de ciclos hamiltonianos que los torneos
bipartitos.

Palabras Clave. Digrifica. Ciclo hamiltoniano. Factor de ciclos. Generalizaciéon de torneos.
P-composicion de digraficas.

1 Introduccion

La composicién de digréficas (como lo utilizan Bang-Jensen y Gutin en [2], aunque también se le conoce
como suma de Zykov o producto cartesiano de digrificas) es una conocida usada operacién de digrificas
(véase la definicién 1).

Dados el n-ciclo C,, y D1, ..., D, digraficas semicompletas y ajenas en vértices, la composicion
Cn|D1, ..., Dy] resulta ser una digréfica localmente semicompleta [1, § 2.10].

En [1], Bang-Jensen probé que las digréficas localmente semicompletas son hamiltonianas si y sélo si
son fuertemente conexas. Esta caracterizacién resulta ser la misma que para las digraficas semicompletas.

En [4, 5], Galeana-Sanchez y Goldfeder introducimos una generalizacién de la composicién que permite
obtener digraficas k-partitas a partir de una familia de digraficas k-partitas, la P-composicién.

En la clase de las digréficas bipartitas semicompletas, Gutin, Haggkvist y Manoussakis caracteri-
zaron la hamiltonicidad, a saber, una digrafica bipartita semicompleta es hamiltoniana si y sélo si es
fuertemente conexa y posee un factor de ciclos.

Dados el n-ciclo C,, y Dy, ..., D, digraficas bipartitas semicompletas fuertemente conexas y ajenas en
vértices, la P-composicién Cy,[D, ..., D,]” es una construccién analoga pero bipartita a las composi-
ciones de tipo C,[Hy, ..., Hy,], donde cada H; es una digréafica semicompleta. Resultaba plausible y, de
hecho, probamos que satisfacen la misma caracterizaciéon de hamiltonicidad que las digraficas bipartitas
semicompletas.

2 Definiciones

Para los conceptos generales y aquellos no definidos aqui, se puede consultar [2]. En esta charla, D =
(V(D), A(D)) es una digrafica sin lazos y con a lo mds una flecha de u a v para cualquier pareja de
vértices u y v.

Si (u,v) es una flecha en A(D), la denotaremos por u — o por wv. Dados dos conjuntos ajenos de
vértices de D, A y B, denotaremos por (A, B) al conjunto de todas las flechas a — b tales que a € Ay
be B.

Todas nuestras trayectorias y ciclos seran dirigidos. Una trayectoria hamiltoniana es aquella que
recorre todos los vértices de la digrafica. Una digrifica es fuertemente conexa (o, por simplicidad,

*Trabajo realizado con el apoyo UNAM-DGAPA-PAPIIT IN106613.
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73



Oaxaca, México, 2 - 6 de marzo de 2015

fuerte) si entre cualquier par de vértices u y v de D, existe tanto una trayectoria de u a v como una
de v a u. A una coleccién de ciclos mutuamente ajenos F en una digrafica D le llamaremos factor de
ciclos, si es una subdigréfica generadora de D.

Definicién 1 Consideremos una digréfica D con vértices V(D) = {v1, ..., v,} y digréficas ajenas en
vértices Dy, ..., Dy. La composicién D[Dy, ..., D,], es la digrédfica H con vértices V(H) = U,V (D;)
y, paraw y z en V(H), la flecha w — z estd en A(H) siy sélo si

e i =jyw—zestaen D; o
eweV;,zeVconi#jys;—s;estdenD.

Véase la figura 1.

Figura 1: C5[Cy, Cy, C4]

En [4, 5] nos interesaba generalizar la operacién anterior pero de forma tal que preservara el ser
multipartita. Una digrafica D es bipartita si existe una particion de sus vértices en dos conjuntos tales
que ningin par de vértices en la misma parte es adyacente. Como queriamos “combinar” una familia
de digréficas, primero debemos fijar un orden en las particiones de forma tal que sepamos qué partes se
corresponden entre las digraficas.

Definicién 2 Dada una digrdfica D, diremos que D tiene una biparticién-ordenada P(D) = (V;, V3),
donde V; es un subconjunto de V(D) para i en {1, 2}, si satisface que

LViNV;=0,sii#j,
2 ULV = V(D) y
3. V; es un conjunto independiente, para i en {1, 2}.

Y asi, tenemos la generalizacién.
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Definicién 3 Consideremos una digrdfica D con vértices V(D) = {v1, ...,v,} y digréficas bipartitas
ajenas en vértices D1, ..., D,, con particiones-ordenadas P(D;) = (V{, V), la P-composicién de acuerdo
a la biparticién-ordenada P = (U™, V) = Vi, (UL, V4) = V), denotada por D[Dy, ..., D,]|”, es la

digrafica H con vértices V(H) =V1 UV, y, paraw y z en V(H), la flecha w — z estd en A(H) si y sélo
si

e i=7jyw— zestdenD; o
ceweVl,zeV]conk#1,i#jysi —s;estdenD.

Cada D; es un sumando de D, para todo i en {1, ..., n}. Véase la figura 2.

Figura 2: C3[Cy, Cy, C4]”

Obsérvese que toda P-composicion D[Dy, ..., D,]% es una subdigrafica propia de la composicién
usual, D[Dy, ..., D,]. Es importante hacer notar que la P-composicién depende del orden que se les
dé a las particiones.

Finalmente, falta un ltimo concepto.

Definicién 4 Una digrafica es bipartita completa si es bipartita y entre cualesquiera dos vértices en
partes distintas hay al menos una flecha.

3 Resultado principal

Teorema 1 (Gutin [6, 7], Higgkvist y Manoussakis [8]) Una digrdfica bipartita semicompleta posee
un ciclo hamiltoniano si y sélo si es fuertemente conexa y posee un factor de ciclos.

El resultado que nosotros logramos, es el siguiente.

Teorema 2 (Cano, Galeana-Sanchez y Goldfeder [3]) Consideremos Dy, ..., D, digréficas fuerte-
mente conexas y ajenas en vértices. Cp,[D1, ..., D,]" posee un ciclo hamiltoniano si y sélo si Cy,[D1, .. ., D,
posee un factor de ciclos.

En este caso, la P-composicién C,,[D1, ..., D,]" serd fuertemente conexa por construccién.
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Numero de perforacion, nimero cromatico de hipergraficas y la
conjetura de Katchalski

Bertin Herndndez T.* Déborah Oliveros B.

Resumen

En este trabajo se estudia la conjetura de Katchalski, en la que dada una familia F de conjuntos
convexos se trata de encontrar un nimero k (si existe) tal que si cualquier subfamilia de F con k
elementos es 2—perforable implique que la familia F es 2—perforable. Nos apoyamos en el nimero
cromético de graficas e hipergréficas, donde el nimero cromético de hipergraficas estd dado por la
coloracién débil.

Palabras Clave. Numero de perforacion. Teorema de Helly. Niumero cromaético.

1 Introducciéon

Dada una familia finita F de conjuntos en R?, decimos que F es m-perforable si existen m puntos en
R tal que cualquier elemento de F contiene al menos uno de los m puntos. Al minimo nimero m para
el cual F es m-perforable se le llama nimero de perforacion. El Teorema de Helly (1913) [1] en R? nos
dice que si F es una familia finita de conjuntos convexos en R%, entonces F es 1—perforable si y sélo si
cualquier subfamilia de d + 1 elementos tiene interseccién no vacia o es 1—perforable.

Existen varias generalizaciones de este teorema, una de ellas ha dado lugar a lo que se conoce como
teoremas tipo Helly, en los que dada una familia de conjuntos se trata de encontrar (si existe) una
constante k tal que si cualquier subfamilia de k elementos es m—perforable, entonces también la familia
sea, m—perforable.

Este tipo de teoremas son raros en la literatura y en 1982 Danzer y Griinbaum demostraron que
incluso para el caso de la familia de las cajas de dimensién d (paralelogramos con lados paralelos a los
ejes coordenados) este teorema no siempre es cierto, rescatando que para el nimero de perforacién 2,
la constante k£ es 3d para d impar y 3d — 1 para d par. Mas tarde en 1996 Meir Katchalski y David
Nashtir probaron que si cualquier subfamilia con 9 elementos de una familia de tridngulos homotéticos
es 2—perforable entonces la familia completa es 2—perforable.

En este trabajo nos interesa estudiar en particular el niimero de perforacién 2; para ello nos ayudamos
del niimero cromaético de graficas e hipergraficas.

Resulta interesante relacionar el niimero cromatico de una gréfica y de una 3—hipergrafica uniforme.
De hecho, existe en la literatura una demostraciéon alterna para perforacién dos usando teoria de gréficas,
lo que motivé a investigar: 1) la relacién estrecha entre el niimero cromético y el niimero de perforacién;
2) la existencia de caracteristicas en hipergréaficas para nimero cromdtico igual a dos; y 3) los problemas
que existen en la literatura que guardan esos temas, en particular los (n, d)—cuerpos.

2 Graficas e hipergraficas

2.1 Hipergraficas

Una hipergréfica es un par H = (V(H),E(H)) tal que V(H) es un conjunto de vértices o puntos y E(H)
es una coleccién de subconjuntos no vacios de V(H).

Una hipergrafica es simple si E1, Es € E(H) y E1 C Ey implica E; = Es. Los elementos de V(H) son
los vértices de la hipergréfica, mientras que los conjuntos de £(#) son las aristas de la hipergréfica. Una

*IMATE-UNAM, bertin13@gmail.com
TIMATE-UNAM, dolivero@matem.unam.mx
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hipergrafica simple tal que r = |Ey{| = |E2| = -+ = |Ep|, es llamada r-uniforme; haremos referencia
a este tipo de hipergrafica como r-hipergrdfica. En este trabajo sélo consideraremos los casos cuando
r =2y r =3. Observe que cuando una hipergréfica es simple y = 2, ésta coincide con el concepto de
grafica usual.

Dada una hipergréifica H = (V,€), una coloracién débil por vértices para H es un mapeo o una
asignacién Cy : V — {1,2,...,k}, del conjunto de vértices V al conjunto de colores {1,2,...,k}, tal que
los vértices de cada arista son no monocromaticos o reciben al menos dos colores. Observe que cuando
r = 2 esta definicién coincide con la definicién usual de coloracion de gréficas.

En la literatura existe la nocién de coloracién fuerte, donde los vértices de una arista son hetero-
cromdticos (todos los vértices de una arista tienen distinto color), en este trabajo nos vamos a referir
sélo a la coloracion débil y la llamaremos simplemente coloraciéon. El minimo k tal que una hipergrafica
H admite una coloracién con k colores es llamado el ndmero cromdtico de H y se denota por x(H).

A diferencia de graficas, donde sabemos que una grafica es 2—cromatica si y sélo si la grafica no tiene
ciclos impares, en hipergraficas no existe una caracterizacion para r—hipergraficas con nimero cromatico
dos. Aunque existen algunos resultados parciales, ver por ejemplo [6].

2.2 Graficas e hipergraficas de interseccion

Las graficas de interseccién de conjuntos han sido muy estudiadas en la literatura y en este trabajo
nos seran muy utiles, pues capturan algunas propiedades combinatorias de los conjuntos convexos que
estudiaremos.

Definicién 1 Sea F una familia de conjuntos en R?. La gréfica de interseccién G# asociada a F, se
define como G = (V, E), donde V = F y E = {{F}, F;}|Fi, Fj € F y FiNF; # @}. Definimos también
la grafica de no intersecciéon de F como la grafica complemento Gr de G.

Similarmente tenemos la siguiente definicién para hipergraficas.

Definicién 2 Sea F una familia de conjuntos convexos en el plano R2, podemos asignar a F una
hipergrafica Hr, llamada 3-hipergrafica interseccion asociada a la familia F, donde para cada miembro
de la familia F le asignamos un vértice de H, y decimos que tres vértices forman una arista de H
si los elementos de la familia, correspondientes a esos vértices, tienen un punto en comun. Es decir,
VHrF)=F yEMHr) = {{F, F;, Fu}|FiNF; N Fy, # @}. Definimos la 3—hipergréfica de no interseccién
como la 3-hipergrafica complemento H r.

3 Teoremas tipo Helly y niimero de perforacion

El Teorema de Helly ha dado lugar a muchas generalizaciones de diversos indoles, una de estas se conoce
como problemas tipo Helly o teoremas tipo Helly-Gallai y rescatan la estructura del Teorema de Helly.
Se han considerado en la literatura muchos problemas de este tipo restringidos algunos a subconjuntos
convexos de ciertos espacios. Existen pocos teoremas de este tipo en la literatura.

Como ya mencionamos con anterioridad, decimos que una familia finita F de conjuntos convexos en
R? es m—perforable si existe un conjunto de m puntos, tal que cada miembro de la familia contiene al
menos uno de los puntos. El nidmero de perforacion II(F) de F, es el minimo niimero m tal que F es
m—perforable.

Una familia de conjuntos es II"™ si II(F) = m. Diremos que la familia F es II}" si cada subfamilia de
tamano k£ o menor, satisface ser IT™.

Con este concepto, el Teorema de Helly en el plano R? dice que para familias de conjuntos convexos
en el plano I3 implica IT'.

En 1982 Danzer y Griinbaum probaron la existencia de teoremas tipo Helly con la propiedad de
perforacién para cajas en dimensiones 1 y 2, y algunos casos de dimensién d y probaron en general la
no existencia (mediante construcciones) de teoremas tipo Helly para cajas en R%, ver [2].

En particular nosotros estamos interesados en conjuntos convexos en el plano y tratar de averiguar si
existen familias y teoremas tipo Helly para perforaciéon 2.
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Un ejemplo de este tipo de teorema es el siguiente.

Teorema 1 Para familias F de cajas en R? con lados paralelos a los ejes, si F es 112, entonces F es
I12.

Pendavingh, Puite y Woeginger demostraron este resultado en [5] usando teoria de gréficas. Por otro
lado Meir Katchalski y David Nashtir ([3],[4]) abordaron el problema de ver si existe algin k tal que IT3
implique I12 para familias planares de conjuntos convexos y en 1996 [3] probaron los siguientes teoremas.

Teorema 2 Si A es cualquier familia de tridngulos homotéticos en R?, entonces 113 implica T12.

Teorema 3 Para familias de hexdgonos convexos simétricos no existe kg tal que Hio implique TI2.

4 Nuamero de perforacion y nimero cromatico

En esta seccién relacionamos el nimero de perforacién de una familia finita de conjuntos convexos F
dada, con el nimero cromatico de el complemento de las gréaficas e hipergréficas de interseccion.

La siguiente proposicion es cierta para k—hipergraficas (k = 2,3) y x(#) denota el nimero cromético
para graficas o nimero cromatico débil para hipergraficas respectivamente.

Proposicién 4 Para una familia F de conjuntos convexos x(Hz) < II(F).

En general la igualdad no se cumple, es decir II(F) > x(Hx). Sin embargo bajo ciertas condiciones
se cumple la igualdad.

Proposicién 5 Sea F una familia de conjuntos convexos en R? y sea Hr su 3—hipergréfica de no
interseccion. Si toda clase cromética de H r tiene al menos tres vértices,entonces x(Hr) = II(F).

Para la familia de cajas la condiciéon de que cada clase cromédtica tenga mas de 3 elementos no es
necesaria. De hecho el siguiente teorema es cierto para familias de convexos en R.

Proposicién 6 Sea F una familia de convexos en R. Si G F es su gréafica de no interseccién, entonces
x(Gr) =II(F).

5 Conjeturas y conclusiones

Conjectura 1 ;Existe un teorema tipo Helly para familias de (2,2)—cuerpos obtenidas de n—édgonos
regulares?

Esta conjetura es equivalente a la siguiente:

Conjectura 2 /Existe k tal que 11 y x(Hzx) = 2, implique 11> para n—dgonos regulares?

De ser cierto, se podrian utilizar técnicas de coloracién de hipergraficas, a saber, los teoremas de Las
Vergnas-Fournier y Lovész, para probar algo de este estilo:

Conjectura 3 Para toda familia de n—agonos regulares, existe un entero k tal que Hi implique TI2.

Resulta interesante preguntarse también sobre si es posible dar una familia de hipergréficas prohibidas
para familias de hexdgonos regulares trasladados.

Sabemos que existen condiciones necesarias y suficientes para que una grafica tenga nimero cromatico 2,
se saben algunas caracteristicas de las 3—hipergraficas uniformes para saber cuando su nimero cromatico
es dos, sin embargo quedo claro en ese momento que a diferencia de las gréficas esta caracterizacion
dista de ser completa.
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Por otro lado, como vimos en la seccién 4 dada una familia de cajas ésta sera 2-perforable si y sélo si su
grafica de interseccién es 2-coloreable, lo que nos permite demostrar el Teorema de Danzer y Griinbaum
via el nimero cromaético.

Como ya mencionamos con anterioridad, la idea central de este trabajo es la de encontrar cuando
los teoremas que determinan si una 3—hipergréafica es 2—cromatica pueden utilizarse para familias maés
generales como convexos en R2.

Sea F una familia de conjuntos convexos en R? y sea Hr su 3—hipergréfica de no interseccién. Las
siguientes observaciones se derivan de la proposicién 5: a) si x(Hr) = 2 y una de las clases cromdticas
tiene mas de 3 elementos, entonces I1(F) = 2. b) si x(Hr) = 2 y una de las clases crométicas tiene un
solo elemento y la otra tiene uno o mds de tres elementos, entonces II(F) = 2, ¢) si x(Hz) = 2 y una
de las clases cromdticas tiene exactamente 2 elementos, entonces II(F) > 2.

,Qué podemos decir entonces en el caso 3?7 ;Serd cierto que si x(Hz) = 2 y la familia satisface 113
para algin k entonces IT(F) = 27

El siguiente ejemplo muestra que k > 5.

Sea F = {A1,As,....,Ap_2,X,Y} una familia de conjuntos convexos que cumplen X NY = @ y
ANX #£2yANY =2 paraalgini € {1,2,...,n -2}, y x(Hr) = 2, entonces II2 no implica I12. Ver
la Figura 1.

Figura 1: Contraejemplo de que II2 no implica, 12
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Indice cromatico circular con una aplicacion a un problema de
asignacion”

Ma. Guadalupe Rodriguez S. José de Jestis Rodriguez M.*

Resumen

El concepto de numero cromadtico circular x.(G) es una de las variaciones de la coloracién
estdndar de una gréfica G. Esta puede verse como un refinamiento del niimero cromético x(G).
Equivalentemente a una coloracién circular de los vértices se define una coloracién circular de las
aristas de GG, dando lugar al indice cromdtico circular x;(G). En este trabajo, se hace una revisiéon
de ciertas familias infinitas de graficas para las cuales X; es conocido. Se presenta una aplicacién
de X;, mediante un modelo matematico para un caso especial del problema de asignacién open shop.

Palabras Clave. Numero cromaético circular. Numero cromdtico. Indice cromético. Indice
cromatico circular. Gréficas planas. Graficas bipartitas. Graficas con peso.

1 Introduccion

Se consideran solo graficas simples finitas. Se define una grafica como una pareja G = (V, E') donde V es
un conjunto finito de vértices y E un subconjunto de V' x V', a los elementos de E, se les llama aristas.
Los vértices seran representados por puntos y las aristas por lineas que unen pares de vértices.

Se entiende por una coloracién de los vértices de una grafica G, a una funciéon ¢: V — S, donde S es
un conjunto de k colores {0,1,2,...,k— 1}, V el conjunto de vértices de G, tal que ¢(v) # c¢(w) sivy w
son vértices adyacentes, es decir, si estdn unidos por una arista. A ¢ se le conoce como una coloracién
propia de G. Decimos que G, es k-coloreable, si existe una coloracién propia de los vértices de G con
k colores. Al entero més pequeno k, para el cual G es k-coloreable, se le denomina nimero cromético
de G y se denota por x(G). El nimero cromdtico se puede aplicar en la asignacién de tiempos a los
seméforos de un cruce vehicular, ver [4].

Andlogamente, se define una coloracién propia de las aristas de G, como la funcién ¢ : E — S tal que
c(er) # c(ez) si e1 y ez son dristas incidentes. G es k-coloreable, si existe una coloracién propia de las
aristas de G con k colores. Al entero mas pequenio k, para el cual G es k-coloreable por aristas, se le
denomina indice cromdtico de G y se denota por X/(G).

En el ano de 1988, surgié un nuevo concepto para la coloracién de vértices de una gréfica, dado por
Vince [5], bajo el nombre star coloring, este concepto puede verse como una generalizacién de la colora-
cién propia y se le denomina coloracion circular.

En las secciénes 2 y 3 de este trabajo, se definen los conceptos de nimero cromatico circular x.(G),
indice cromatico circular . (G) de una grafica (G), grafica con pesos (G, w), niimero cromético circular
Xe(G, w) e indice cromético circular x.,(G,w) de (G,w). Se hace un resumen de las familias de graficas
para las cuales se conoce su nimero de coloracién circular por aristas.

*Trabajo realizado con apoyo de UAM-Azcapotzalco
TUAM-Azcapotzalco, rsmg@correo.azc.uam.mx
fUAM-Azcapotzalco, jjesus.rodriguez@gmail.com
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La coloracién circular de las aristas de una grafica (G, w) se puede aplicar a problemas de sistemas
de produccién ciclica conocidos en la literatura como open shop problems. La aplicacién es tratada en
la seccién 4.

2 Definiciones y propiedades basicas del indice cromatico circular

En esta seccién se define el indice cromatico circular de una grafica en dos formas equivalentes. También
se mencionan algunas propiedades fundamentales de este parametro.

2.1 Coloracion de graficas

Definicién 1 Sean k, d enteros positivos, tal que k > 2d. Una (k,d)-coloracién de las aristas de una
grifica G = (V, E) es una funcién ¢ : E — S, donde S es el conjunto {0,...,k — 1} de colores, tal que
d <| ¢(e1) — c(ez) |< k —d, si ey y ey son aristas incidentes. El indice cromético circular, x.(G), es el
infimo de los £, tal que G es (k, d)-coloreable.

Definicién 2 Sea r > 2 un nimero real y sea C" el circulo (Euclideano) de perimetro r. Una r-
coloracién circular de las aristas de una grafica G es una asignacion c de intervalos unitarios de C" a las
aristas de G tal que para cualesquiera aristas incidentes ey y es, los intervalos asociados c(e1) y c(e2)
son disjuntos. Se dice que la grafica G es r-coloreable, si existe una r-coloracion circular de G. El indice
cromatico circular, X'C(G), es el infimo de los r, tal que G es r-coloreable.

Figura 1: Una (5, 2)-coloracién de C5, una 2.5-coloracién circular de Cs vista en la circulo C?-% y una [0, 2.5)-
coloracién circular de C5 vista en el intervalo [0, 7).

Se puede demostrar que el valor del {infimo en esta definicién siempre se alcanza, ver [2]. El siguiente
teorema demuestra que k < F(G), y podemos ver que el indice cromdtico circular es un nimero racional.

Teorema 1 Si G es una grafica con q aristas, entonces x.(G) = min{% : G tiene una (k, d)-coloracién
con k < q}.

Demostracién. Consideremos una (k, d)-coloracién de las aristas de G con ged(k, d) = 1y supongamos
que k > ¢. Entonces existe al menos un color del conjunto {0,...,k — 1} el cual no es asignado a las
aristas de G. Sin pérdida de generalidad digamos el color d no es usado (permutacién de colores).

De aqui que podemos volver a colorear las aristas de color 2d por color 2d — 1 sin violar la condicién
d <| c(e;) — c(e;) |< k — d para aristas incidentes e;, e;. De esta manera podemos volver a colorear
las aristas de color Id por color Id — 1 para l = 2,3,...,x donde x es el minimo entero tal que zd = 1
mod(k). Puesto que k y d son coprimos, x existe. De aqui que tenemos una (k,d) coloracién de las
aristas de G sin una arista de color del conjunto S = {d, 2d, ..., zd}.

Sea k' = k — x y definimos la coloracién ¢ : E(G) — {0,1,...,k — 1} donde ¢ (e) = c(e)— | {l € S :
I < c(e)}|. Se muestra que ¢ es una (k',d ) coloracién de aristas de G donde d = d—y con y = @:

Para cualesquiera aristas incidentes e;, e; tenemos | c(e;) — c(e;) |> d. Sin pérdida de generalidad,
supongamos c¢(e;) < c(e;j). Yaque 1 € S tenemos c(e;), c(e;) # 1. Entonces exactamente y del los colores
cleq), c(ei)+1,. .., c(e;)+d—1, reducidos médulo k, pertenecen a S, por tanto | ¢ (e;)—¢ (e;) |[> d—y = d .
Por otro lado, exactamente y colores de c(e;), c(e;) + §,2 .., c(e;) +d—1 mod(k) pertenecen a S. Puesto
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que | ¢(e;) — c(ej) |< k — d obtenemos | ¢ (e;) — ¢ (¢j) |[< k —x — (d—y) =k —d . Vemos que Z—,, <k

de la siguiente desigualdad: % = Z%; = % < %.
Por lo tanto es suficiente considerar las (k,d) coloraciones de aristas con k < ¢ y ged(k,d) = 1 para
determinar el x.(G).

O

Un teorema fundamental en coloracién de las aristas de una grifica es el teorema de Vizing [6], el cual
nos dice que X (G) = A(G) o X (G) = A(G) + 1, donde A(G) es el grado maximo de G. Este teorema
hace una clasificacion de las graficas en dos clases: la clase 1 estd formada por las graficas G para las
cuales ' (G) = A(G) y la clase 2 es el conjunto de gréficas tales que x (G) = A(G) + 1.

2.2 Cotas principales para el nuimero cromatico circular

Lema 2 Para toda grafica G el indice cromatico es una cota superior del indice cromético circular. Es
decir

/

X (G) =1 < x,(G) <X (G).

Demostracién. Ver [2]. O

Teorema 3 Si G es de clase 1 entonces x.,(G) = A(G). Si G es de clase 2, A(G) < x.(G) < A(G) +1.

Demostracién. Supongamos que G tiene una (k,d)-coloracién de las aristas de G con & < A(G).

Por el principio del palomar existen dos aristas adyacentes de las A(G) aristas, digamos e;, e; tal que
| c(e;) —c(ej) |< ﬁ < d lo cual es una contradiccién a la definicién de (k, d)-coloracién de las aristas
de G. De aqui que, & > A(G) y concluimos que Y.(G) = A(G) si G es de clase 1.

Supongamos que G tiene una (k, d)-coloracién ¢ de las aristas de G con % < X'(G) —1. Sin pérdida de
generalidad, supongamos ged(k, d) = 1. Veamos que la funcién ¢ : E(G) — S = {o, ..., L@J} tal que
¢ (e) = L%ﬁi)j, nos define una (x (G) — 1)-coloracién de las aristas de G, lo cual es una contradiccién
a la definicién de indice cromatico. Por lo tanto x.(G) > A(G) si G es de clase 2. O

Teorema 4 Si G es de clase 2, o bien x.(G) = A(G) +1 6 A(G) + ﬁ < x.(G) < A(G) + aa(,((;();gl,

donde o/ (G) el miimero de independencia por aristas de G.

., .7 . . ’ ’ .
Demostracién. En una g coloracion circular de las ¢ aristas de G hay a lo méas o« (G) intervalos

unitarios que pueden intersectarse dos a dos y por tanto % > ﬁ, lo cual implica d < MT(G) < o/(G)

por teorema 1. Por lo tanto, A(G) + ﬁ es una cota inferior para x.(G) para las graficas de clase 2

(@)
vy AG)+1-— una cota superior si x,(G) < A(G) + 1. O

_1
a’(G)
Definicién 3 Sea (G,w) una gréfica con pesos en las aristas. Una r-coloracion circular por aristas de
(G,w) es una asignacién c de intervalos de C" a las aristas de G tal que para toda arista e € (G, w) la
longitud de c(e) es igual w(e) y para cualesquiera par de aristas incidentes e1, es los intervalos c(e1) y
c(e2) son disjuntos.

Observacién 1 El indice cromdtico circular de una gréfica (G,w) es equivalente a el niimero cromatico
circular de su gréfica de lineas L(G, w), es decir x.(G,w) = x.(L(G,w)).

3 Familias de graficas con indice cromatico circular conocido

El indice cromatico circular de algunas graficas ha sido estudiado por diversos investigadores. Presen-
tamos una tabla que resume algunas de las familias de graficas para las cuales se conoce x.(G) [3]. En
particular resultan interesantes las familias de graficas para las cuales x.(G) < x (G).

83



Oaxaca, México, 2 - 6 de marzo de 2015

3.1 Tabla de familias de graficas con x.(G) conocido

Familia de gréficas X/c clase
Gréfica de Petersen P 3+ 2 2a
Ciclos Cog11 2+ % 2a,k >1
Graficas completas K, n 2b
Ruedas Multieje Wp115-1 | p+ 1+ p—il 2a
Collares N, 3+ % 2a
Snark Js3 I 2a
Snark Js % 2a
Snark Jog41 % 2a,k > 2

Tabla 1: Indice cromatico circular de algunas gréficas.

4 Aplicacién de coloracion circular al problema de sistemas de produccidn ciclica

4.1 Terminologia basica y presentacién del problema

Supongamos que tenemos m procesadores Py, P, ..., P, v n trabajos Ji,Jo,...,J,. Cada trabajo
J; consiste de tareas T;1, Tia, ..., Tim, donde cada T;; es procesada sin interrupcién en t;; unidades
de tiempo en el procesador P;. Asumimos que t;; son enteros no negativos. Una calendarizacion
de un problema de produccién ciclica es una asignacion de periodos de tiempos a las tareas tal que
ningun procesador ejecuta dos tareas al mismo tiempo y tareas del mismo trabajo no se procesan
simultaneamente. Nuestro objetivo es minimizar la longitud de asignacion, considerando que cada ciclo
de produccion inicia enseguida de otro. Entonces se puede permitir que una tarea inicie cerca del fin de
ciclo de produccién y se complete en el inicio del siguiente ciclo de produccién.

El problema de produccién ciclica se modela de manera natural en una grdfica bipartita pesada (G, w).
Una particion de los vértices representan los procesadores, mientras la otra particién consiste de vértices
que representan los trabajos. Entonces una arista que une vértices de .J; y P; corresponden a la tarea
T;; y ponemos su peso t;; sobre ella. Esta gréfica es llamada grdfica de asignacion. Una coloracién
circular de las aristas de la grafica de asignaciéon corresponde a un ciclo de produccién y viceversa; el
arco asignado a la arista T;; representa el un intervalo de produccién del ciclo.

Considérese un circulo de perimetro r y un arco unitario asignado a cada vértice de la grafica, tal
que vértices adyacentes tienen arcos disjuntos. En [1] se presenta un modelo para gréficas con pesos
unitarios y nosotros lo expresamos de la siguiente manera:

min Z =r

S.t.

(Tin) €7 —1 Tij, T € J; (M)

| e(T35)
c (T) <7 —1 Tij, Ts; € Py

1<| (T}
1 <] ¢(T3;)

—c
—c
0<c¢(T;) <r-—1

4.2 Ejemplo ilustrativo

Ejemplo 1. Consideramos un problema de produccién ciclica con cuatro trabajos J = {Jy, Ja, Js3, Ja} ¥y
siete tareas T11,T12, Ta2, To3, Ts3, T41, T42. El tiempo de procesamiento de cada tarea es t11 = 2, t13 = 4,
to1 = 2, tos = 3, t31 = 2, t33 = 3. No hay restricciones de precedencia. El objetivo es encontrar una
asignacién que ejecute todas las tareas tal que el horario de taller sea minimo.

El concepto de coloracién de graficas es aplicado para resolver el problema. La grafica que representa
este problema se muestra en la figura (2). La calendarizacién ciclica éptima para este sistema se muestra

en la figura (3).
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Processors

> 5

Figura 3: Calendarizacién ciclica éptima vista en C° y en [0, 6).

5 Conclusiones

En este trabajo se presentan el modelo de asignacién para graficas con pesos enteros positivos en las
aristas, asi como el mismo problema con una asignacién de pesos unitarios, todo esto con la mira de
desarrollar una teoria del modelo matematico de asignacién. Se presentan las familias conocidas de
graficas de clase 2a, que son significativas para la bisqueda de una solucién 6ptima para los problemas
de asignacién, usando el modelo que se propone. El trabajo a futuro es analizar problemas reales de
produccién ciclica y obtener su indice cromatico circular, usando técnicas exactas o heuristicas.
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Sobre la computabilidad del clan comportamiento *

C. Cedillo M.A. Pizafiat

Resumen

Dada una gréafica G, los clanes son las subgraficas completas maximales de G y la gréfica de
interseccién de éstos es la grafica de clanes, K(G). Evidentemente el operador de clanes puede
ser iterado. Determinar el K-comportamiento de una grafica G consiste en determinar si G es K-
convergente (K"(G) & K™(G) para n # m) o no. En esta investigacién en curso, trataremos de
probar que el K-comportamiento es algoritmicamente irresoluble para el caso de graficas localmente
finitas y finitamente presentadas (pero infinitas).

Palabras Clave. Gréficas de Clanes. Clan Comportamiento. Computabilidad.

1 Introducciéon

Un clan de una gréafica G es una subgrafica completa maximal de G. Mientras que la grdfica de clanes
K(G) de G es la grifica de interseccién de sus clanes: los vértices son los clanes y dos de ellos son
adyacentes si y sélo si ellos comparten por lo menos un vértice (ver Fig. 1) [1]. A K se le conoce como
el operador de clanes. La iteracion de éste fue introducida en el ano de 1972 por Hedetniemi y Slater
[2], v definida como K°(G) = Gy K""}(G) = K(K"(Q)).

K(G)

Figura 1: Grafica de clanes K(G) de la gréfica G.

En la investigacién trabajaremos con grificas infinitas pero finitamente presentadas (es decir que
admiten una descripcién con una cantidad finita de simbolos) y localmente finitas (el grado de cada
vértice es finito). En este contexto, diremos que G es K-convergente si K™(G) =2 K™(G) paran # my
diremos que es K-divergente en caso contrario.

El comportamiento dindmico de G bajo la aplicacién iterada del operador de clanes K es llamado el
K -comportamiento de G, por lo que determinar el K-comportamiento de G se refiere a determinar si G
es K-convergente o K-divergente [2].

*Trabajo realizado con apoyo de SEP-CONACyT, proyecto 183210.
TUniversidad Auténoma Metropolitana, Iztapalapa, mccc@xanum.uam.mx
$Universidad Auténoma Metropolitana, Iztapalapa, map@xanum.uam.mx
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1.1 Gréficas de clanes

En 1968 Hamelink [1] introduce condiciones suficientes para que una grafica sea gréfica de clanes. Un
ano mas tarde Roberts y Spencer [3] dan una caracterizacién de las grificas de clanes en donde dan
condiciones necesarias y suficientes para que una gréfica G sea grafica de clanes. En el ano 2006 un
grupo de colaboradores establecieron que el problema de decidir si una gréafica G es grafica de clanes es
un problema NP-completo [4].

En 1973 Neumann-Lara descubre los primeros ejemplos de graficas clan divergentes: para n > 3
todos los octaedros m-dimensionales O,, son K-divergentes. Escalante reporta esta investigacion de
Neumann-Lara y también muestra que existen graficas de cualquier periodo posible p(G) > 1 [5].

Desde entonces se ha estudiado ampliamente la K-divergencia [2,5,17,18] y la K-convergencia [16,
19,20]. También se han tratado el didmetro de las gréficas iteradas de clanes [21-24] y se han estudiado
espacios topoldgicos asociados a estas graficas iteradas de clanes [14-16] entre muchos otros temas
relacionados.

Por otra parte, a principios del siglo XXI [6] se plantearon algunas preguntas interesantes sobre el
operador de clanes, entre ellas estan las siguientes:

e Determinar la clase de gréaficas clan-invariante més grande.

e ;El operador de clanes tiene el poder computacional de la maquina de Turing? Es decir, jes posible
codificar un algoritmo, con su entrada en una gréfica, y simular los pasos del algoritmo iterando
con el operador K?.

1.2 Teoria de computabilidad

En la primera mitad del siglo XX, mateméticos como Kurt Goédel, Alan Turing y Alonzo Church
descubrieron que ciertos problemas no pueden ser resueltos por computadoras, es decir, que son al-
gorftmicamente irresolubles. Estos fueron llamados problemas irresolubles [7].

Algunos problemas irresolubles que se han analizado son: el problema del paro ( The Halting Problem),
el problema de la palabra para grupos (The Word Problem for Groups) y el problema del dominé (The
Domino Problem) [7-10].

1.3 Autématas celulares

Un autdmata celular (AC) es un modelo discreto que consiste de una malla regular de celdas, cada una
con un numero finito de estados, donde la malla puede estar en cualquier nimero finito de dimensiones.
Cada celda c tiene un conjunto de celdas llamadas vecinos que se definen en relacién a ¢ [13].

El estado inicial de un AC, en el tiempo t = 0, se selecciona mediante la asignacién de un estado para
cada celda. Cada nueva generacidn es creada de acuerdo a un conjunto de reglas fijas que determinan
el estado nuevo para cada celda en términos del estado actual de la celda y de los estados de las celdas
en su vecindad. Tipicamente, las reglas para actualizar el estado de las celdas son las mismas para cada
celda y no cambian en el tiempo; ademads éstas son aplicadas simultaneamente en toda la malla, aunque
existen excepciones, tales como el autémata celular estocdstico y el asincrono [13].

Aunque el autémata celular tuvo origen en la década de 1950, su interés se generalizé con el autémata
celular de dos dimensiones llamado el juego de la vida de John Conway, popularizado por Martin Gardner
en un articulo de Scientific American en el ano de 1970 [11].

El juego de la vida es un autémata celular que tiene un universo infinito dividido en celdas, donde
cada celda puede tomar dos estados, viva o muerta, y sus reglas son las siguientes [11]:

e Una celda viva sobrevive si tiene dos o tres vecinas vivas. En caso contrario muere.
e Una celda muerta (re)vive si tiene tres vecinas vivas. En caso contrario permanece muerta.

Una de las caracteristicas mas evidentes del juego de la vida es la frecuente apariciéon de planeadores
(gliders). Conway, a través de los planeadores transporta informacién de un lugar a otro en el universo
infinito de celdas. Los planeadores también interactian con otros objetos en formas interesantes, por
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ejemplo, es posible simular contadores y construir compuertas 1égicas, tales como AND, OR y NOT,
asi como la construccién de un modelo que actiia como una computadora digital. Estas caracteristicas
llevan a que el juego de la vida puede simular una méquina universal de Turing [11,12] y por lo tanto,
es algoritmicamente irresoluble el problema de decidir si una configuracién inicial en el juego de la vida
termina siendo estacionaria a la larga o continiia por siempre sin repetir configuraciones.

2 Estrategias de nuestra investigacion

El objetivo principal de esta investigacién es tratar de demostrar que el clan comportamiento es irresolu-
ble para graficas infinitas pero finitamente presentadas. Para esto se estd tomando un universo infinito
U, como en el juego de la vida de Conway, que por cuestiones técnicas de visualizacion se representa de
manera finita colocdndole un bordado a su alrededor (ver Fig. 2 (a)).
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Figura 2: (a) Universo infinito U, finitamente representado. (b) K*(U). (¢) K?(U).

Con ayuda de Yags® se realizan las iteraciones del operador de clanes en el universo. Asi se observé
que U es K-convergente ya que K2(U) = K°(U) (ver Fig. 2 (b) y (c)). Sin embargo, cuando se agrega
una perturbacién en el universo su comportamiento cambia. Por ejemplo, si se agrega un vértice y se
itera el operador de clanes, tres nuevos objetos aparecen, y se desplazan por el universo U (ver Fig. 3)
aunque dos de ellos desaparecen pronto al llegar al borde de la representacion.

Este tipo de comportamiento da esperanza a encontrar distintos objetos en U y lograr que interactien
entre si, de modo que nos sea posible simular contadores y compuertas logicas para construir una
computadora digital o una maquina de Turing dentro de este universo.

Pero ya que el problema principal es demostrar que el clan comportamiento es irresoluble, esto podria
lograrse reduciendo a éste a alguno de los problemas mencionados en la secciéon 1.2. Hasta el momento
parece que la mejor opcién es reducir el problema del paro al problema del K-comportamiento, y con
ello se demostraria que el problema del K-comportamiento para graficas localmente finitas y finitamente
presentadas es irresoluble.

1Sistema diseiiado por R. MacKinney-Romero, M.A. Pizafia y R. Villarroel-Flores como herramienta de apoyo para el
estudio de graficas [25].
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Acerca de una conjetura de Erdés-Griinbaum

A. Montejano* L. Montejano f E. Roldan-Pensado P. Soberén

Resumen

Griinbaum planted en el 2008 una conjetura que dice que existe un entero n tal que para cualquier
familia de conjuntos convexos, cerrados en el plano, dos de los cuales son acotados, si de cada cuatro
conjuntos existen tres que tienen un punto en comin, entonces existe un conjunto S (que consiste de
n puntos), tal que cualquier convexo de nuestra familia contiene al menos un punto de S. Probaremos
que la conjetura es falsa.

1 Introducciéon

La versién infinita del muy conocido Teorema de Helly [6] en el plano nos dice lo siguiente: Dada una
familia infinita de conjuntos convexos, cerrados en el plano, uno de los cuales es acotado, si de tres en
tres tienen un punto en comun, entonces todos ellos tiene un punto en comun. La siguiente conjetura fue
publicada a sugerencia de Erdds en 1990 [2]: Existe una constante n tal que, dada una familia infinita
de conjuntos convexos en el plano, uno de los cuales es acotado, con la propiedad de que cada vez que
tomemos cuatro de ellos tres se intersectan, entonces existe un conjunto finito S con n puntos, tal que
cualquier convexo de nuestra familia contiene al menos un punto de S.

18 afios mas tarde, mientras Branko Griinbaum lefa el manuscrito de la nueva edicién de [2], comentd
que esta conjetura no era cierta ni siquiera para la linea R y dié un ejemplo que la rebatia. El ejemplo es
el siguiente: Definamos conjuntos en R como sigue: Fy = {0}, y F,, = {& € R | 2 > n}, para cualquier
entero positivo n. Por supuesto, todas las condiciones de la conjetura se satisfacen, mientras que es
obvio que para cualquier conjunto finito S' de nimeros reales existe un entero n que es mas grande que
cualquier nimero de S. Por lo tanto, debido a la manera en que F,, fue definido, este no contiene ningin
punto de S. En este mismo afio 2008, Alexander Soifer le pregunté a Branko Griinbaum si el podria
salvar la conjetura. Asi fue como la siguiente versién més elaborada de la conjetura fue publicada en
[7].

Conjectura 1.1 (Grinbaum 2008). Existe un entero n tal que para cualquier familia de conjuntos
convexos, cerrados en el plano, dos de los cuales son acotados, si de cada cuatro conjuntos existen
tres que tienen un punto en comun, entonces existe un conjunto S (que consiste de n puntos), tal que
cualquier convexo de nuestra familia contiene al menos un punto de S.

2 Nuestros resultados

Probaremos que la Conjetura 1.1, es falsa, refutando el hecho de que esta pueda ser salvada substituyendo
la condicién de dos conjuntos acotados por cualquier otro niimero mayor. Mas ain, estudiaremos la
conjetura de Erdés-Griinbaum en el plano mds general del problema (p, ) de Hadwiger-Debrunner (ver
[3] y [5]), para familias infinitas de conjuntos convexos cerrados en R?. Decimos que una familia F de
conjuntos convexos, cerrados en R? satisface la propiedad (p, ) si dados cualesquiera p conjuntos de la
familia, entonces existen ¢ de ellos que tienen un punto en comun. El ndmero de perforacion, =(F),
es la minima cardinalidad de un conjunto S C R%, tal que cualquier conjunto en la familia contiene al

*Unidad Multidisciplinaria de Docencia e Investigacin de Juriquilla,UNAM, amandamontejano@ciencias.unam.mx
TInstituto de matematicas, UNAM, luis@matem.unam.mx
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menos un punto de la familia S. Si no existe un conjunto finito que cumpla esta propiedad, diremos
simplemente que 7(F) = oo. As{ pues, el Teorema cldsico de Helly puede rescribirse como sigue:

Teorema de Helly. Sea F una familia infinita de conjuntos convezos, cerrados en R%, uno de los
cuales es acotado. Si F satisface la propiedad (d+1,d + 1) entonces n(F) = 1.

Hadwiger y Debrunner conjeturaron que la propiedad (p,q) deberfa de ser suficiente para acotar el
numero de perforacién de una familia de conjuntos convexos, lo cual fue confirmado més tarde por Alon
y Kleitman [1]. El siguiente Teorema es ahora bien conocido como el Teorema-(p, q).

Teorema de Alon y Kleitman Dados enteros positivos p > q > d+1, existe una constante ¢ = ¢(p, q,d)
tal que la familia finita F de conjuntos convezos cerrados en R con la propiedad (p, q), satisface w(F) <
c.

Vamos a denotar por £(p, ¢,d) el valor mds pequeno de la constante ¢(p, ¢, d) en el teorema anterior .
En este contexto, es natural preguntarse cuantos conjuntos acotados son necesarios para que el teorema
anterior sea cierto para familias infinitas.

Debemos de hacer notar que el ejemplo dado por Griinbaum nos hacer ver también que al menos
p— g+ 1 conjuntos acotados son necesarios para que el Teorema-(p, g) pueda ser cierto. Para ver esto,
s6lo tomemos p — ¢ copias de Fy en vez de una sola. Vamos a caracterizar las tripletas (p, ¢, d) tales que
p—q+1 conjuntos acotados en R? son suficientes para implicar el Teorema-(p, ¢) para familias infinitas.
Nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema Principal Sean p > g > d + 1 enteros positivos.

e Siqg>p—q+(d+1)yF es una familia de converos, cerrados en R? conteniendo al menos
p — q+ 1 miembros acotados y satisfaciendo la propiedad (p,q), entonces

en donde &(p, q,d) son las cotas del Teorema-(p,q), y

e Siq<p—q+ (d+1), entonces existe una familia F de conjuntos convewos, cerrados en R?,
conteniendo una cantidad contable de miembros acotados y satisfaciendo la propiedades (p,q),
pero para la cual w(F) = 0o.

Si denotamos por k el valor de p — ¢, el teorema anterior puede describirse diciendo que la familia
con la propiedad (d + 2k + 1,d + k + 1) y teniendo al menos k + 1 conjuntos acotados, es suficiente
para acotar el niumero de perforacién, y para la propiedad (d + 2k, d + k) ningin ntimero de miembros
acotados es suficiente.

Sin embargo, insistiendo en de alguna manera salvar el espiritu de la Conjetura 1.1, obtenemos resul-
tados positivos, si por ejemplo, los miembros acotados de F satisfacen cierta estructura de separacién.
Decimos que una familia de convexos en R? es m-libre si ninguna (m + 1)-dupla tiene un miembro en
comun y todos sus elementos son acotados. Si d > k, un ejemplo de familia k-libre de tamano arbitrario
en R? consiste de un conjunto de planos afines (k — 1)-dimensional en posicién general interceptados por
una bola compacta suficientemente grande. Mds atn, si todos estos estdn contenidos en un plano afin
k-dimensional entonces todas las k-duplas se interceptan mientras que ninguna (k + 1)-dupla lo hace.

Teorema Sea p > ¢ > d + 1 enteros positvos. Si F es una familia de convexos cerrados en R¢
satisfaciendo la propiedad (p, q) y tal que contiene una familia (¢ — d)-libre de tamafio p — d, entonces

n(F) <&(p,q,d)+p—q+1

Por ejemplo, con (p,q,d) = (4,3,2), el teorema anterior nos dice que para salvar la Conjetura 1.1 es
suficiente tener dos conjuntos convexos, acotados disjuntos en la familia.
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Notemos que en el Teorema-(p, q) las cotas obtenidas para £(p, ¢, d) son astronémicas. Cuando Had-
wiger y Debrunner conjeturaron el Teorema-(p, ¢) también demostraron que si p y ¢ eran suficientemente
grandes, entonces 7(F) < p—¢+1 (la mejor cota posible que podriamos esperar). Siguiendo este espiritu
mostraremos que si p, ¢ son suficientemente grandes, entonces p—q+ 1 conjuntos acotados son suficientes
para obtener la misma cota, en el niimero de perforacién, para familias infinitas con la propiedad (p, q).
O sea:

Teorema Sea F una familia infinita de conjuntos convexos, cerrados en R? conteniendo al menos ¢ + 1
miembros acotados. Si F satisface la propiedad (p,p—t) parap > n(d+1,t+ 1), entonces n(F) < t+1,
en donde n(d+ 1,t+ 1) son las nimeros de Erdds-Gallai [4].

Para conjuntos convexos en el plano (el caso d = 2) los resultados anteriores, més el hecho de que
£(4,3,2) <13, &(p,q,1) =p—q+1yn(3,3) <16, pueden resumirse en el siguiente enunciado:

e propiedad (4,3) + ndmero infinitamente grande de miembros acotados # 7(F) < oo.
e propiedad (4,3) + dos miembros acotados disjuntos = w(F) < 15.

(
,5) + dos miembros acotados = 7(F) < 2.

(4,3)
(4,3)
e propiedad (5,4) + dos miembros acotados = 7(F) < 28.
e propiedad (6,5) )
(7,5)

6
e propiedad (7,5) + tres miembros acotados = 7(F) < 16.
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Sobre el indice pseudoacromatico-conexo de las graficas completas

Gabriela Araujo-Pardo* Christian Rubio-Montiel

Resumen

Una k-coloracién completa y conexa de una grafica G es una coloracién (no necesariamente
propia) de los vértices de G con k colores tal que cada clase cromética induce una subgréfica
conexa y para cada par de colores existe una arista con estos colores en sus vértices. El indice
pseudoacromdtico-conexo de G es el mayor k para el cual la gréfica de lineas de G tiene una k-
coloracién completa y conexa. Mostraremos que el indice pseudoacromaético-conexo de la gréfica
completa es de orden n®/2. Esta cota mejora la cota lineal dada por Abrams y Berman [Australas
J Combin 60 (2014), 314-324].

Palabras Clave. Pseudoacromatico. Pseudoacromatico-conexo. Coloracién completa. Grafica de
lineas.

1 Introducciéon

Sea G = (V(G), E(G)) una gréfica simple y finita. Una k-coloracién completa de G es una asignacién
¢: V(G) — [k] (donde [k] := {1, ..., k}) tal que para cada par de elementos distintos 7, j € [k] existe una
arista zy € E(G) tal que x € ¢71(i) y y € s~ 1(j). El niimero pseudoacromdtico 1)(G) de G es el méximo
k para el cual existe una k-coloracién completa de G (ver [9]). Resultados bdsicos sobre el niimero
pseudoacromadtico y con la nocién relacionada del ndmero acromético (el cual tiene la restriccién de que
no hay aristas entre los vértices de un mismo color, es decir, estd dada sobre coloraciones propias) se
pueden encontrar en [5, 6, 12]. En este mismo sentido también hay que ver [2, 3, 7, 13] donde se discuten
estas coloraciones en las aristas de K.

Suponga que H := K} es un menor de G obtenido de una subgréfica G’ de G al contraer algunas
aristas. Si V(H) = [k] entonces hay una correspondencia natural con las k-coloraciones completas
¢: V(G") — [k] para la cual ¢~1(i) es exactamente el conjunto de vértices de G’ que se contraen al
vértice ¢ en H. El nidmero pseudoacromdtico-conexo 1.(G) se define como el méximo k para el cual
existe una k-coloracién completa de G de tal manera que cada clase cromatica induce una subgrafica
conexa (k-coloracién completa y conexa) (ver [1]). Con esta definicién, vemos que ¥.(G) es el orden del
menor més grande que es una grafica completa de G, cuyo valor se conoce como el nimero de Hadwiger
de G. De las definiciones vemos que

Ve(G) < P(G).

El ndmero pseudoacromadtico de la grafica de lineas L(G) de G se llama el indice pseudoacromdtico
Y'(G) de G (ver [6]). En este trabajo nos enfocaremos en la gréfica de lineas L(K,,) de la grafica
completa K,,. Notemos que cualquier k-coloracién completa y conexa de L(K,,) se puede ver como una
coloracion en las aristas de K,, en la cual cada clase cromdtica induce una subgrafica conexa y entre
cada par de clases cromaticas comparten al menos un vértice.

Se saben algunos valores exactos de ¢'(K,,). La siguiente tabla aparece en [2] donde se recopilan los
valores mas pequenos conocidos.

En [2, 3, 7, 13] se prueba que ¢'(K,) = gn para n = ¢> + ¢ + 1 con ¢ potencia de un primo impar y
que Y (K,_q) = q(m — 2a) para n = (¢ + 1)? con ¢ potencia de un primo par y a € {—1,0,1,2}. En
[13] se prueba que v’(K,) crece asintéticamente como n3/2.

*Instituto de Matematicas, UNAM. garaujo@matem.unam.mx
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T8 9 10 11 12 13
11 14 18 22 27 32 39

2 3 4 6
1 3 4 8

5
7

Y (Ky)

Tabla 1: Valores exactos para ¢'(K,), 2 <n < 13.

Sin embargo, para el caso de valores exactos de 9. (K,) solamente se saben los valores pequerios de la
siguiente tabla, los cuales aparecen en [1] donde también se prueba que 9. (Ksg4;+1) es al menos 9k + j
la cual es la mejor cota conocida.

7
10

n 2 3
VoK) |13

Tabla 2: Valores exactos de ¢/(K,), 2 <n <7.

4 6
4 7

5
6

Nosotros probaremos los siguientes teoremas que refieren al indice pseudoacromaético-conexo de las
graficas completas:

Teorema 1 Si g es potencia de primo y n = ¢> + ¢ + 1 entonces
q
2] n < v,

Teorema 2 Sin > 8 entonces

Teorema 3 Sin > 8 entonces
Yo(Kn) < max {min{f(z), g(z) : © € N}}
donde f(x) = |n(n—1)/2z] y g(x) = [(z+1)(n —z 4+ 3/2) + 1/2].

Teorema 4 Sin > 8 entonces )
3
Los teoremas 1 y 2 mejoran claramente la cota que prueban en [1], y los teoremas 3 y 4 implican que

YL(K,) < ¢ (K,). Més atin, los teoremas 2 y 4 observan que ¢.(K,,) crece asintGticamente del orden
de n3/2,

2 Sobre la cota inferior

Los teoremas 1 y 2 abordan la cota inferior del indice pseudoacromaético conexo de la gréafica completa
de n vértices ¥, (K,). La herramienta para probar el Teorema 1 son los planos proyectivos finitos de
orden ¢ denotados como II, (ver [10, 11]).

Un plano proyectivo consiste de un conjunto de n puntos, un conjunto de lineas que son subconjuntos
de puntos, y una relacién de incidencia entre los puntos y lineas (la incidencia natural de pertenencia)
teniendo las siguientes propiedades:

1. Dados dos puntos distintos, hay exactamente una linea incidente a ambos.

2. Dadas dos lineas distintas, hay exactamente un punto incidente a ambas.

3. Existen cuatro puntos en posicién general (ninguna linea contiene a mas de dos de ellos).

Asf pues, no es dificil probar que dicho plano proyectivo tiene n = ¢? + ¢ + 1 puntos (para algin
numero ¢) y n lineas; y que cada linea tiene g + 1 puntos y cada punto pasan ¢ + 1 lineas. El ndmero ¢
es llamado el orden del plano proyectivo. Un plano proyectivo de oden ¢ es denotado II,. Ademads, si g
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es potencia de un primo, entonces II, existe, el cual es llamado el plano proyectivo algebraico ya que su
construccién proviene de los campos finitos de Galois; para mayores referencias de planos proyectivos
ver [11].

Lo siguiente fue planteado por primera vez por Bouchet en [7], posteriormente por Jamison en [13] y
después para dar resultados sobre el indice pseudoacromético de las graficas completas por los autores
de este articulo y otros en [2, 3]. Como II, tiene n = ¢%> + g + 1 puntos de manera natural tiene una
correspondencia con K, que particiona a sus aristas mediante las lineas de II,, cuyas lineas corresponden
a subgréficas completas K 1. Dada una coloracién en las aristas de K, las propiedades combinatorias
de II, garantizan que si cada color aparece en cada vértice de una misma linea, entonces la coloracién
es completa. En este articulo estamos ademas interesados en que cada clase cromatica sea conexa y esto
lo logramos coloreando las subgraficas completas K, que corresponden a las lineas de K, por ciclos o
trayectorias hamiltoneanos monocromaticas dependiendo de la paridad de gq.

El siguiente lema observa la relacién que guardan los indices pseudoacromaticos conexos entre una
grafica conexa y una de sus subgraficas inducidas conexas, el cual se utiliza en la prueba del Teorema 2.

Lema 5 Para cualquier grdfica conexa G, si H es una subgrafica inducida conexa de G, entonces

Ve(G) = Ye(H).

Demostracién. Es suficiente probarlo cuando H se obtiene de G al borrar un solo vértice v. Dada
una k-coloracién completa y conexa ¢ de H, extendemos la coloracién a G asignandole a v el color de
alguno de sus vecinos. O

A continuacion probaremos el Teorema 2:

Demostracion. La prueba depende de una versién fuerte, dada por Tchebychev, del “postulado” de
Bertrand el cual se sigue del Teorema de los Ntimeros Primos (ver [4, 8]): Para cualquier € > 0, existe
una N, tal que para cualquier real x > N,, existe un primo ¢ entre 2 y (1 + €)z. Ahora, sea € > 0 dada,
y suponga que n > (N + 1)2(1 4+ €)2. Sea z = \/n/(1+¢€) — 1, asf que > N,. Sea ¢ un primo tal que
< q< (1+¢€)x. Note que ¢>+q+1< (x+1)%(1 +¢€)? = n. Ya que el plano proyectivo de orden g
existe para todo primo ¢ (ver [10, 11]), se sigue del Teorema 1 y del Lemma 5 que

P (-1

3
/ > / > g 2 q— > £ =
Ve(Kn) 2 Yo(Kgzig1) = 2((] tatl1)> 2 = 2 2(1+4¢€)3

como € es arbitrariamente pequena, el resultado se sigue. ([l

3 Sobre la cota superior

Los teoremas 3 y 4 refieren a la cota superior de ¢.(K,) cuyas demostraciones son analiticas. El
Teorema 3 se puede deducir por los siguientes hechos: Dada una /(K )-coloracién completa y conexa
¢: V(G) = [YL(K,)] de la grafica de lineas G de K,,, sea z el tamaifio de la clase cromética mas pequea C
en la grifica coloreada G. Se sigue que el nimero de clases cromadticas, ¥..(K,), es alomés [n(n — 1)/2z].
Por otro lado, no es dificil ver que el nimero de vértices los cuales no estdn en C' pero son adyacentes
a algin vértice en C es |[(x +1)(n —x + 3/2) — 1/2] (recuerde que cada clase cromdtica es conexa).
Como ¢ es completa y conexa, el nimero de clases ¥.(K,,) es a lo mas |(z+1)(n —z+3/2) +1/2].
Por lo tanto:
YL(Ky) < max {min{ f(2), g(x) : 3 € N}

Después, debido a un andlisis detallado y técnico, se obtienen el orden de los valores entre [n(n —1)/2z]
y [(x +1)(n — 2 +3/2) +1/2] en términos de n y «, logrando el Teorema 4.
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Complejos que modelan un Sistema Distribuido

Fernando A. Benavides* Sergio Rajsbaum!

Resumen

Recientemente herramientas de la topologia han sido de utilidad en el andlisis de sistemas
computacionales distribuidos. En este documento presentamos como el sistema distribuido de lec-
tura/escritura para n+ 1 procesos se puede representar como un complejo simplicial WR™ el cual es
colapsable. Adem4s se presenta su relacién con el complejo View™ y la subdivisién cromdtica y (A™)
asociados a los modelos distribuidos Atomic Snapshot e Immediate Snapshot respectivamente.

Palabras Clave. Sistema Distribuido. Complejo simplicial.

1 Introduccion

En la industria de la computacién es comin escuchar hoy en dia de multiprocesamiento, lo cual se
ha convertido en la manera méas promisoria de disenar computadores més efectivos. Sin embargo esto
trae limitaciones ya que los procesadores deben coordinarse efectivamente uno con el otro, lo dificil de
la coordinacién se debe a que los procesos son inherentemente asincronos, es decir que ellos pueden
retardarse debido a fallas, interrupciones, retardos en la comunicacién, etc. Formalmente un sistema
distribuido se define como una colecciéon de procesos, los cuales ejecutan un protocolo finito, junto con
un medio de comunicacién tales como paso de mensaje, memoria compartida u otro objeto compartido.
Algunos modelos conocidos son atomic snapshot e immediate snapshot, ver [3] y [4]. Cada sistema
distribuido esta caracterizado esencialmente por dos propiedades, la primera es que todo proceso tiene
una vista local de lo que estd a su alrededor y la segunda es la evolucién de las vistas es decir cada
comunicacién entre los procesos modifica las vistas locales.

Aproximadamente en los 90’s surgieron nuevas técnicas que tiene sus origenes en la topologia combina-
toria, las cuales permitieron analizar estos sistemas distribuidos desde otras perspectivas y permitieron
descubrir resultados muy interesantes como la imposibilidad de los problemas del consensus, k-set agree-
ment y renaming, ver [5] y [6]. La relacién entre estas ramas se basa en la representacién de las vistas
locales de un modelo distribuido como los vértices de un complejo simplicial. Lo interesante del complejo
es que este refleja todas las ejecuciones del modelo distribuido incluyendo indirectamente aquellas en
las cuales se presentan fallas de los procesos. Por ejemplo en [2] se define el problema de los Generales
Bizantinos, el cual consiste en dos ejércitos localizados en lugares distintos y comandados por los gen-
erales A y B quienes desean atacar un campamento enemigo. Sin embargo ellos deben acordar la hora
del ataque dado que si uno solo avanza perdera la batalla. Para ello cada uno envia un mensajero con la
hora del ataque, pero existe la posibilidad que cada mensajero sea capturado por el enemigo. El general
A desea combatir al amanecer mientras que B desea al atardecer. Si representamos por 0 el amanecer y
por 1 el atardecer, se tiene que lo que conoce A puede ser {0} si el mensajero de B fue atrapado o puede
ser {0,1} en caso contrario. En la figura 1 se presentan los diferentes escenarios que pueden ocurrir.

El presente documento esta dividido en cuatro secciones. En la segunda de ellas se hace una intro-
duccién al modelo considerado con el fin de formalizarlo y adicionalmente se exponen algunas de sus
propiedades. En la tercera seccién se presenta como las vistas locales de una ejecucion del sistema
distribuido representan las caras maximales de un complejo simplicial.
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(4,{0})  (B.{0,1}) (A4,{0,1}) (B, {1})
® ® ® ®

Figura 1: Complejo Generales

2 Modelo

El modelo computacional esta conformado por n+ 1 procesos asincronos los cuales escriben y leen sobre
n + 1 registros atémicos single-writer/multi-reader donde cada uno de ellos ejecuta el protocolo de la
figura 2. Los procesos seran denotados por los nimeros de [n] = {0,1,...,n}.

procedure
S; < @
mem][i] « @
for j < 1 ton do
s; < ;U {mem[j]}
return s;

Figura 2: Protocolo del proceso ¢

Observe que cada proceso realiza dos operaciones, escritura y lectura. La primera es la operacién
denotada por w; y se ejecuta cuando i escribe en su localidad mem[i]. La segunda denotada por 7;(j)
ocurre cuando i lee la localidad de j. De esta manera la vista local de ¢ denotada por s; esta formada
por todos los procesos que han escrito antes de la lectura. Por ejemplo después de la escritura w; su
vista local es s; = (). Ademés se define el estado del sistema como el conjunto S = {(4,s;) : i € [n]}
formado por todas las vistas locales. Sin embargo estamos interesados en analizar el estado final del
sistema que se obtiene déspues de la ultima lectura.

Por otro lado, dadas las caracteristicas de los registros no pueden existir dos operaciones concurrentes
sobre la misma localidad. De ahi que si op y op’ son operaciones concurrentes podemos considerar que
la operacién op se ejecuto antes que op’ o viceversa de manera tal que el estado final del sistema no se
altere.

Definiciéon 1 Una ejecucion E del sistema de lectura y escritura sobre registros atémicos single-writer
/ multi-reader es un orden total — g del conjunto de operaciones {w;,r;(j) : i,j € [n]} tal que

2. r,(j) —E ’I“Z(j + 1).

De ahi que la vista local de un proceso en la ejecucién E estd dada por:
si={j€ln] : vy —2pr(j}

lo cual implica que para todo i € [n], s; # 0. Observe que el orden de Lamport definido en [1] determina
una ejecucién del sistema distribuido considerado.

Consideremos ahora el conjunto S = {(i,s;) : i € s; C [n], i € [n]} no necesariamente el estado final
de una ejecucién. Entonces sobre la clase de operaciones {w; : i € [n]} se define la relacién dada por:
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Definicién 2 Se dice que w; es causal directa de w; sobre S y se denota por w; ~»g w; si se cumple
una de las siguientes condiciones,

2. existe k € [n] tal quei € sy y j & s con i < j.

Definicién 3 Se dice que w; es causal indirecta de w; sobre S y se denota por w; --+g w; si existe una
secuencia i1, ...,y tal que
wi:wil WS ...«/—}S’U),L-m :’u)]
Proposicion 1 Para cada estado final S.
w; --+g wj s8Iy solo si w; =g w; para cada ejecucion E de S.

De esta proposiciéon se puede ver que cualquier extension lineal de la relacion de causalidad determina
una ejecucion del sistema distribuido. Ademads nos permite definir que las operaciones w; y w; son
operaciones concurrentes si w; /-+g w; y w; /-*g wj.

3 Complejo del Protocolo

Ahora entramos a definir nuestro objeto principal. Como se verd nuestra definicién estd fuertemente
ligada al modelo distribuido definido.

Definicién 4 Para cada S = {(i,s;) : ¢ € s; C [n]} se define:

1. EI conjunto de procesos de S

Ids(S)={i : (i,s;) € S}

2. EI conjunto de vistas de S

1€1d(S)
3. El conjunto de operaciones de S
Op(S) ={w; : i € View(S)}U{r;(§) : i€ Ids(S)}
Definicién 5 Para cualquier nimero natural n, se define el complejo simplicial abstracto WR"™ como
sigue:

1. EI conjunto de vértices es
VIWR™) ={(i,0;) : i€ s; C[nl}.

2. Un subconjunto S de V(WR™) es un simplejo si y sélo si existe un orden lineal — g sobre el
conjunto de operaciones Op(S) tal que satisface las condiciones de la deficinién 1 y S corresponde
a su estado final.

A finales del 2013 en [7], Kozlov probé que el complejo x(A™) asociado al modelo immediate atomic
snapshot es un subcomplejo de View™ el cual estd asociado al modelo atomic snapshot. Ademés prueba
que View™ puede ser colapsado a x(A™). El corolario anterior nos garantiza que View™ es un subcom-
plejo de WR™. En la figura 3 se presenta el complejo WR? en el cual se puede observar que se han
adicionado tres nuevos simplejos al complejo View?.

Teorema 2 Para cada nimero natural n se cumple:
1. El complejo simplicial WR™ es colapsable.

2. EI complejo simplicial WR™ es colapsable al complejo View™.
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Figura 3: Complejo de vistas para 3 procesos
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Curvas que se pintan solas

Hans L. Fetter”

Resumen

A veces, en un dibujo de una familia de lineas rectas, podemos observar la apariciéon de una curva
delimitada por dichas lineas rectas. Sobretodo, si los segmentos se seleccionan metdédicamente, es
posible obtener una curva con formas o caracteristicas bastante interesantes. Describiremos varios
contextos diferentes en los que surgen estas curvas.

Palabras Clave. Conica. Envolvente. Billar.

1. Introduccion

Todos hemos podido apreciar en un dibujo de una familia de segmentos de lineas rectas, sobre todo si
estos son generados por alguna regla mateméatica particular, la repentina apariciéon de una o varias curvas
“fantasma’”. En algunos casos nos es facil describir estas curvas, ya que resultan ser harto conocidas. En
otros casos obtenemos formas novedosas y no menos interesantes.

2. Lo conocido

Consideremos el ejemplo més sencillo (véase Boltianski [1],p.52): una familia de rectas con la propiedad
de estar todas a igual distancia r de un punto fijo O. Entonces es relativamente sencillo convencerse que
dicha familia de rectas simplemente “engendra” la circunferencia con centro O y radio 7.

lAlguna vez ha escuchado el término hilorama? Probablemente no, pero si seguramente ha visto los
resultados de esta manifestacion artistica.

El hilorama, o arte con hilos tensados, es una técnica que se caracteriza por la utilizaciéon de hilos
de colores, cuerdas o alambres tensados que se enrollan alrededor de un conjunto de clavos para formar
figuras geométricas, abstractas u otros tipos de representaciones.

Tomemos, por ejemplo, 36 puntos igualmente espaciados en un circulo, etiquetados del 0 al 35. Co-
nectemos el n-ésimo punto con el punto 2n moéd 36. Este proceso, nuevamente nos genera una curva
notable (véase la figura la.)

Otro ejemplo, igualmente familiar, que a menudo se usa para ilustrar el concepto de tasas de cambio
relacionadas, tiene que ver con una escalera de longitud L situada sobre el suelo liso y apoyada con un
extremo en la pared (véase cualquier texto de célculo.) Si la escalera empieza a deslizarse hacia abajo
describe una familia de segmentos como los que se aprecian en la figura 1b. La curva que delimita la
region que forman éstas es bien conocida:

22/3 +y2/3 —12/3

Otro contexto en el que aparecen segmentos rectilineos es en los billares (constltese por ejemplo
Tabachnikov [6].) Aqui lo que nos interesa estudiar es el comportamiento de una bola sobre una mesa de
billar que se impulsa y luego se mueve en linea recta con velocidad constante hasta chocar con la banda.
Entonces contintia por aquella direccién que corresponde a la igualdad entre el angulo de incidencia y el
de reflexion. Como no hay efectos de friccion el movimiento de la bola contintia de manera indefinida.
Para el billar eliptico se observan basicamente dos tipos de trayectorias no-perioédicas: en un caso los
segmentos de la trayectoria de la bola describen la figura de otra elipse y en el otro obtenemos la
envolvente de una hipérbola. (Véase la figura 2).

*Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa, hans@xanum.uam.mx
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(a) Astroide

(b) Cardioide

Figura 1: Dos ejemplos clasicos

El concepto de envolvente (a veces también se utiliza caustica) (véase por ej. Flores [3]) viene dado
por la siguiente

Definicion 1 La envolvente de una familia de curvas, si existe, es una nueva curva tal que en cada uno
de sus puntos es tangente a una de las curvas de la familia dada y de manera que cada curva de la
familia es tangente al menos en un punto de la envolvente.

3. Lo nuevo

Ahora vamos a modificar ligeramente algunos detalles en varios de los problemas presentados ante-
riormente. En el caso de la escalera que resbala vamos a agregar un gatito sentado en el centro de la
escalera. Y ahora nos preguntamos: {por qué curva se mueve el gatito al caer la escalera? (véase Guten-
macher [5].) Para responder esta interrogante simplemente vamos a incorporar colores en la imagen: la
mitad superior de la escalera la pintamos de amarillo y la inferior de azul. De la figura 3a se desprende
inmediatamente que esta trayectoria es parte de una circunferencia.

Como contraparte del hilorama para la cardioide tenemos la imagen 3b, que representa una trayectoria
en un billar de clase C2, en el cual se han “pegado” adecuadamente tres arcos de elipse. Notese la presencia
de una curva en forma de trébol.

También hemos considerado nuevamente trayectorias no-peridédicas en el billar eliptico, sélo que ahora
empleando todo una gama de colores. Esta vez no nada mas se observan las causticas en el exterior, sino
que arcos de elipses e hipérbolas asi como segmentos rectilineos. (Véase la figura 4).

De forma un poco distinta a como procedimos para la construccion del billar hecho con tres arcos de
elipse, construimos otros billares, también de clase C?, con cinco y seis arcos de elipse, respectivamente.
Para éstos la presencia de diversas curvas y segmentos es muy notoria. (Véase la figura 5).

4. Lo inquietante

En un texto sobre los elementos de Euclides [2] encontramos la siguiente

Definicién 2 Una linea es una longitud sin anchura.

Manifestandose al respecto de lo mismo, B. E. Goetz [4] nos dice:

Una linea recta no tiene anchura, ni profundidad, no se contornea, y no tiene extremos. No hay lineas
rectas. Tenemos ideas sobre estas imposibilidades no existentes: incluso hacemos dibujos de ellas, pero,
sin embargo, no existen.

Y jentonces ...7
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(b) Caustica hiperbdlica

(a) Céaustica eliptica

Figura 2: Billar en una elipse

(a) Gato en escalera (b) ;Un hilorama?

Figura 3: Dos ejemplos nuevos

(b) Hipérbola

Figura 4: Billar eliptico
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(a) Billar pentagonal (b) Billar hexagonal

Figura 5: Billares hechos con 5 y 6 arcos de elipse
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Ciclos en torneos multipartitos

Ana Paulina Figueroa * Juan José Montellano-Ballesteros? Mika Olsent

Resumen
En esta platica veremos algunas condiciones en las relaciones entre el orden, la irregularidad
global y el niimero de partes de un torneo c-partito que aseguran que cada vértice de dicho torneo
pertenezca a ciclos dirigidos de longitud ¢, para cada g entre tres y c.

Palabras Clave. Torneo multipartito, ciclos dirigidos, irregularidad global

1 Introduccion

La familia que probablemente se ha estudiado méas en el mundo de las digraficas es la de los torneos,
que son orientaciones de graficas completas. Los resultados que presentaremos en esta ocasién estudian
a una familia de digraficas que generaliza a la de los torneos: la familia de los torneos multipartitos. Un
torneo multipartito es una orientaciéon de una gréafica multipartita completa. Es decir, los vértices de
un torneo multipartito 7" estan partidos en subconjuntos ajenos e independientes Vi, Vs, ... V., llamadas
partes y son tales que, entre cada par de vértices que se encuentran en distintas partes, existe una flecha.
Esta familia generaliza a los torneos, porque todo torneo es un torneo multipartito donde cada parte
tiene un solo vértice.

La estructura de los ciclos dirigidos en los torneos multipartitos ha sido extensamente estudiada en las
dltimas décadas. En 2007 Volkmann [10], present6 los resultados més importantes hasta el momento en
el tema y la discusién de por lo menos 40 problemas abiertos y conjeturas. Como es natural, muchos de
los resultados y preguntas estdn principalmente dirigidos a generalizar a los que se conocen de torneos.
En particular, en dicho articulo, se puede encontrar una seccién que trata sobre la existencia de ciclos
dirigidos cuya longitud no excede el ntimero de partes, problema que extiende naturalmente a conceptos
y resultados clasicos como hamiltonicidad y panciclismo de torneos.

Una digrafica es hamiltoniana si tiene un ciclo dirigido que pasa por todos los vértices. Los teoremas
clasicos sobre torneos, que se conocen en este sentido, tienen su origen en 1934 cuando Rédei demostrd
que todo torneo tiene una trayectoria hamiltoniana [8]. En 1959 Camion [3] publicé que todos los torneos
fuertemente conexos son hamiltonianos.

La primer generalizacién del concepto de hamiltonicidad es la panciclicidad. Decimos que una digrafica
es panciclica si tiene ciclos dirigidos de todas las posibles longitudes desde tres hasta el nimero de
vértices. Harary y Moser publicaron en 1966 [6] que todo vértice fuertemente conexo es panciclico.

Adn més fuerte es pedir que cada vértice esté en un ciclo de todas las posibles longitudes (digréfica
panciclica en vértices) o cada arista (digrafica panciclica en aristas). Moon demostré que cualquier
torneo fuertemente conexo no sélo es panciclico sino panciclico en vértices. En el mismo articulo de
1966 [7] probé que de hecho, todo torneo multipartito de orden n tiene n — m + 1 ciclos dirigidos para
3 < m < n. Sin embargo, para garantizar que un torneo es panciclico en aristas hace falta mds que la
conexidad fuerte, necesitamos de hipdtesis sobre otros invariantes como pueden ser la conexidad, o en
nuestro caso la irregularidad global. La irregularidad global de una digréafica D, se define como

ig = maz{maz{d* (z),d” ()} — min{d" (y),d" (y)} | z,y € V(D)}

y se dice que D es regular si su irregularidad global es cero. En 1967, Alspach demostré que todo torneo
regular es panciclico en aristas [1].
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Asi, en el caso de torneos multipartitos hay resultados que se exponen en el survey de Volkmann
sobre el problema de panciclicidad en todas sus variantes. Sin embargo, si s6lo nos concentramos en los
ciclos cuya longitud no excede el nimero de partes, también se pueden buscar generalizaciones de los
resultados de panciclicidad para torneos puesto que, como habiamos mencionado antes, en un torneo
hay tantos vértices como partes.

Los teoremas principales en los que nos inspiramos para el planteamiento de los resultados que se
daran en la platica son los siguientes.

Bondy [2] generaliza el resultado de Harary y Moser demostrando que todo torneo multipartito tiene
un ciclo dirigido de todas las longitudes hasta el niimero de partes. Ademaés, en el mismo articulo subraya
que el resultado es justo pues pudo encontrar una familia infinita de torneos multipartitos fuertemente
conexos que no tienen ciclos de longitud mayor al nimero de partes. Luego, Guo y Volkmann en 1994
[4] pudieron demostrar que si el torneo multipartito tiene ¢ partes y es fuertemente conexo, entonces
en cada una de las partes podemos encontrar por lo menos un vértice que estd en un ciclo dirigido de
longitud m para cada m € {3,...c}, generalizando asi el resultado de la panciclicidad en vértices de los
torneos fuertemente conexos. Si ademads de la regularidad, pedimos que el torneo tenga por lo menos
cuatro partes, entonces cada vértice estd en un ciclo dirigido de longitud m para cadam € {3,...c} como
demostraron Zhou et al [11]. Finalmente, cuando la irregularidad global es 1 y el torneo multipartito
tiene por lo menos cinco partes también se obtiene el resultado segiin podemos ver en [9]. Estos resultados
nos dieron pie para investigar condiciones sobre el orden, irregularidad global y ntimero de partes que
pueden garantizar el que todos los vértices estén en ciclos de longitud menor o igual al nimero de partes.

2 Los resultados

Haciendo uso del Teorema de Turan es posible probar los siguientes lemas, que nos permitiran mostrar
condiciones suficientes sobre el orden de un torneo multipartito, en funcién de su nimero de partes y de
su irregularidad global, para que cada vértice del torneo este en ciclos dirigidos de longitud desde tres
hasta el niimero de partes.
Dado un torneo multipartito, con partes Vi, Vs, ... V., sea
iy = max{|Vi| — V| : 1 <4, 5 < c}.

No es dificil ver que ig < 2.

Lema 1 Sea T un torneo multipartito con ¢ > 5 partes y orden n. Si

nz ((cc—(s)lc)(_ci)z;))iz + (c4—c4)i9

entonces todo vértice esta en un triangulo dirigido.

A
CESE
@ A (w) < d (1) g&25 +]Cal — 1

Figura 1: Lema 1
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Lema 2 Sea T un torneo multipartito con ¢ > 5 partes y orden n. Si

o2 (gt ()

entonces todo vértice esta en un cuadrado dirigido.

4 (2) < (@ () = A)ge2y +1C2 — 1

oL
/4

X
c% C'y ) ‘

CX'\\\‘@*

() < (4~ (@) - B)gih; +1C2 — 1

Figura 2: Lema 2

Sea zy un arco de un torneo 7. Diremos que un tridngulo transitivo {z122, 2223,2125} en T es un
buen xy-tridngulo si z1z3 = xy. De igual manera, un cuadrado {2129, 2223, 2324, 2124} en T serd un buen
zy-cuadrado si z1z4 = xy. Un conjunto F' de buenos zy-tridngulos y xy-cuadrados serd un xy-buen
conjunto si para todo par de elementos C1,Cs € F tenemos que V(C1) NV(Cq) = {z,y}.

Lema 3 Sea T un torneo multipartito con ¢ > 9 partes y orden n. Si para algiin m se cumple que
S <7c— 11)‘C n (50—9), + (60— 10)
n i — )i m
“\e¢-8/7 c—8/)"1 c—8

entonces para todo arco xy de T existe un xy-buen conjunto de cardinalidad m.

si—® O ®

@
C=2>©
X

+0

OIC
I~

Figura 3: Lema 3
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Teorema 4 Sea T un torneo multipartito con ¢ > 9 partes y orden n. Si para algiin m se cumple que

S (7@—11),C+(50—9), +(60710)
n (3 (3 m
“\c¢-—-8/79 c—8/7 c—38

entonces cada vértice de T' esta en un ciclo dirigido de longitud q, con ¢ = 3,4,...,m + 2.

Demostracion. De los lemas 1, 2 y 3 vemos que si el orden del torneo es suficientemente grande y
tiene al menos 9 partes, todo vértice estd en un tridngulo dirigido y un cuadrado dirigido, y todo arco
tiene un buen conjunto grande. Por otro lado, dado un ciclo dirigido C, si cada arco xy de C tiene
un zy-buen conjunto grande, se sigue que C' puede extenderse a otro ciclo dirigido mas grande que lo
contiene. Dependiendo del cardinal de los buenos conjuntos, sera el que tanto podemos extender el ciclo
dirigido original. O

a9

CACY,

Figura 4: Teorema 1

Asi tenemos como corolario que:

Corolario 5 Sea T un torneo multipartito con ¢ > 9 partes y orden n. Si

oz (S8 ()i (S22

entonces cada vértice de T' esta en un ciclo dirigido de longitud q, con ¢ = 3,4, ..., c.
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Jaulas mixtas

Martha Gabriela Araujo Pardo*  César Herndndez Cruzf ~ Juan José Montellano Ballesteros*

Resumen

Una (z, 1, g)-grafica mixta es una grafica mixta z-regular por flechas, r-regular por aristas y de
cuello g. Una jaula mixta es una (z,r, g)-grafica mixta con el minimo ndmero posible de vértices.
En este trabajo presentamos cotas inferiores y cotas superiores para algunos valores de z,r y g.
Demostramos mediante construcciones que, en algunos casos, las cotas propuestas son justas.

Palabras Clave. Gréfica Mixta. Jaula Mixta. Grafica de Moore Mixta.

1 Introducciéon

Denotaremos por G a la gréfica mixta con conjunto de vértices V(G), conjunto de flechas A(G) y
conjunto de aristas E(G), sin lazos, sin aristas multiples y sin flechas paralelas. Decimos que una grafica
mixta es z-regular por flechas si el in-grado y el ex-grado de cada vértice es igual a z; andlogamente,
una grafica mixta es r-regular por aristas si el grado de cada vértice es r. El cuello, g(G), de una grafica
mixta G es la longitud del ciclo més corto en G, donde todas las flechas del ciclo (en caso de haberlas)
tienen el mismo sentido. Una (z,r, g)-grdfica mizta es una gréfica mixta z-regular por flechas, r-regular
por aristas y de cuello g. Una (z,r,g)-jaula mizta es una (z,r, g)-grafica mixta con el menor niimero
posible de vértices. Si z = 0, la gréfica mixta es simplemente una gréfica, y las jaulas mixtas son jaulas
en el sentido usual. Si r = 0, la grafica mixta es una digrafica, y las jaulas mixtas coinciden con las
jaulas dirigidas.

El problema de determinar la cardinalidad exacta de una jaula ha sido extensamente estudiado en el
caso de las gréficas no dirigidas [4] y, aunque recibiendo menos atencién, también ha sido investigado
en el contexto de las graficas dirigidas [1, 2], sin embargo, en este caso simplemente determinar las cota
inferior de las jaulas dirigidas resulta un problema dificil, relacionado con varias conjeturas importantes
en digréficas, como la conjetura de Caccetta-Haggkvist [3].

En el caso de las graficas, las jaulas estdn estrechamente relacionadas con las gréficas de Moore. Una
grafica de Moore es una grafica r-regular, con didmetro d, y con el maximo nimero posible de vértices,

que resulta ser
d—1

1+r Z(r —1)4
i=0
No es dificil probar que la cota superior, o cota de Moore, para las graficas r-regulares de diametro d
coincide con la cota inferior de las jaulas r-regulares de cuello impar 2d + 1, es por esta razén que las
jaulas que alcanzan la cota inferior se llaman jaulas de Moore, sin embargo es importante notar que si
el cuello es par, entonces la cota inferior de las jaulas r-regulares de cuello g no concide con la cota de
Moore de las graficas r-regulares de didmetro g/2.

Para las digréficas, en [2] se construyen diversas digraficas z-regulares de cuello g, todas ellas digréficas
de Cayley. Ademads de estas construcciones, que brindan una cota superior para la cardinalidad de una
(2, g)-jaula dirigida, los autores también demuestran que para z > 1, el nimero de vértices en una (z,4)-
jaula dirigida es al menos (5z 4+ 4)/2, de donde se deduce que para 1 < r < 3, el nimero de vértices
en una (z,4)-jaula dirigida es 3z + 1. Algunos otros valores son calculados de manera precisa, como el
orden de una (4,4)-jaula dirigida o los 6rdenes de las (2, g)-jaulas dirigidas para 3 < g < 5 A raiz de los
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resultados obtenidos, se conjetura que para cualesquiera z > 1y g > 2, el nimero de vértices en una
(2, g)-jaula dirigida es z(g — 1) + 1. Como se puede observar, las cotas justas se conocen unicamente
para valores muy pequenos de z y g, dando esto una idea de la dificultad del problema.

De la misma manera en la que el estudio de las graficas de Moore inspir el estudio de las jaulas,
nuestra motivacion para estudiar las jaulas mixtas proviene del estudio de las gréficas de Moore mixtas
(cuya definicién es andloga). Recientemente se demostré en [5] que todas las gréficas de Moore mixtas
de diametro 2 son tnicas, y que no existen graficas mixtas de Moore de didmetro mayor o igual a 3.
Este hecho nos invita a pensar que el comportamiento de las graficas mixtas tiene particularidades muy
diferentes al de las las gréaficas y a las digréficas, lo que las hace muy atractivas como objeto de estudio.

2 Nuestro trabajo

Nuestro trabajo ha tomado dos direcciones principalmente. La primera es la obtencién de una cota
superior para el orden de las (z, 1, 4)-jaulas mixtas mediante la construcciéon de una familia de graficas
mixtas con las propiedades requeridas; para 1 < z < 4 esta cota resulta ser justa.

Como es de esperarse, el comportamiento de las (z,r, g)-jaulas mixtas es muy parecido al de las (z, g)-
jaulas dirigidas cuando r es muy pequena, y es muy parecido al de las (r, g)-jaulas cuando z es muy
pequena. Dado que existe mucho méds trabajo realizado para el segundo caso, la segunda direccién que
abordamos fue considerar a las (1,r, g)-jaulas mixtas. Tenemos construcciones de (1,r,4)-jaulas mixtas
para cualquier > 1, que resultan no ser inicas, como puede observarse en la Figura 1 (es facil observar
que ambas resultan ser orientaciones parciales de Ky 4). También tenemos construcciones para una
(1,2,5)-jaula mixta y actualmente estamos trabajando en la construccién de las (1,r,5)-jaulas.

Figura 1: Dos (1, 2,4)-jaulas no isomorfas.
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Sobre las extensiones finitas de graficas*

N. Garcfa-Colin f M.A. Pizanat R. Villarroel-Flores®

Resumen

Una gréafica G es extension de otra grafica L, si para todo vértice v € G, la subgréfica inducida
por los vecinos de v es isomorfa a L. El problema de la extension finita (PEF) consiste decidir si
existe alguna extensién finita G para una grafica dada L. Es un problema abierto el determinar si
el PEF es algoritmicamente soluble o no, pero todas las variantes interesantes del PEF que se han
considerado han resultado ser algoritmicamente irresolubles. Reportamos en este documento parte
del trabajo que hemos venido haciendo en torno del PEF. En particular, presentamos condiciones
suficientes para que una gréafica dada no tenga extension finita.

Palabras Clave. Extensién de graficas. Gréaficas localmente homogéneas. Algoritmos. Irresolubil-
idad.

1 Introduccion

Una grifica G (no necesariamente finita) es extension de otra grafica L (finita), si para todo vértice v € G,
la subgrafica inducida por los vecinos de v es isomorfa a L (Ng(v) 2 L); en este caso también decimos
que G es localmente L. Més en general considere un conjunto de gréficas (finitas) £ = {Ly, Lo, ..., L.},
decimos entonces que una griafica G (no necesariamente finita) es localmente L si para todo v € G los
vecinos de v inducen una subgrafica isomorfa a alguna de las graficas en £, en este caso también diremos
que G es una extensién de £. Se ha mostrado, que los siguientes problemas son (algoritmicamente)

irresolubles:

Teorema 1 [8, 9] Son irresolubles los siguientes problemas:
1. Dada L, decidir si L tiene extension finita o infinita.
2. Dada L, decidir si L tiene extension infinita.
3. Dada L = {Ly, Lo}, decidir si L tiene extension finita.

El problema de la extensidn finita (PEF) consiste decidir si existe alguna extensién finita G para una
grafica dada L. Como puede verse, el PEF es un problema muy cercano a los problemas en la lista
anterior. Sin embargo, es un problema abierto el determinar si el PEF es algoritmicamente irresoluble
0 no.

Recuerde que un algoritmo es un procedimiento que ante cualquiera de sus posibles entradas, responde
correctamente y termina en un tiempo finito; por contraste, un procedimiento que calcula algo, puede en
principio quedarse calculando por siempre ante algunas de sus entradas posibles, de modo que el usuario
no puede saber cudl es la respuesta ante esas entradas. Entonces lo que no se sabe sobre el PEF es si
existe un algoritmo que lo resuelve o no.

Existen, eso si, procedimientos conocidos que construyen una extensién finita de una grafica dada L
en caso de existir, pero estos procedimientos pueden quedarse calculando por siempre en caso de que
L no tenga extensiéon. Como estos procedimientos no siempre terminan, no son algoritmos y queda
entonces de manifiesto que uno de los problemas centrales en esta linea de investigacién consiste en

*Trabajo realizado con apoyo de SEP-CONACyT, proyecto 183210.
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encontrar criterios que permitan decidir que la grafica L no tiene extension. Para lograr un algoritmo
para el PEF, bastaria entonces tener un procedimiento que en algiin momento responda "no” en caso
de que L no tenga extensién finita (aunque pueda seguir calculando por siempre en caso contrario): El
algoritmo se podria entonces construir corriendo ambos procedimientos concurrentemente: si L tiene
extension finita, en algin momento tendriamos la construcciéon de G gracias al primer procedimiento,
y si L no tiene extension, el segundo procedimiento responderia "no” en algin tiempo finito. Con ello
tendriamos un programa que responde correctamente y siempre termina en tiempo finito: un algoritmo.

Reportamos en este documento parte del trabajo que hemos venido haciendo en torno del problema
de la extensién finita. En particular, presentamos condiciones suficientes para que una grafica dada no
tenga extension finita (Teorema 2) y mostramos que deberfa existir un algoritmo para el PEF si cierta
condicién se cumple (Teorema 3).

2 El teorema

Para cada entero r > 0, decimos que una grafica H es una r-extension parcial de L si existe xg € H tal
que para todo vértice x € H tenemos d(xg,z) <r = Npg(z) = L. Supondremos que cada H de estas
ya viene con su vértice x especificado. Note que una extensién (finita o infinita) de L es siempre una
r-extensién parcial de L.

Sea L una gréfica finita. Sea s el ntiimero de o6rbitas de los vértices de L bajo su propio grupo de
automorfismos y sean ni,ns,...ns el nimero de vértices de L en cada orbita. Etiquetemos los vértices
de L del 1 al s de acuerdo a la orbita a la que pertenece cada vértice. Esto nos permite a su vez
etiquetar (algunas) aristas de una r-extensién parcial H de L: Si zy € E(H) y d(xo,x),d(zo,y) < 1,
entonces Ny (z) 2 L = Ng(y). Usando los isomorfismos implicitos, podemos copiar las etiquetas de L
a los vértices de Ny (z) y Ny (y) v entonces, si y € Ngy(z) estd etiquetado como a y © € Ny (y) estd
etiquetado como b podemos asignar la etiqueta {a, b} a la arista zy de H. Si una r-extensién parcial H
de L tiene un vértice = tal que xox es arista y estd etiquetada {a,b} decimos que H realiza a {a,b}.

Definimos el conjunto de pares Xo = {{a,b} | 1 < a,b < s}. Observe que algunos de estos pares son
de hecho singuletes {a,a} = {a}. Definimos ahora los siguientes subconjuntos de Xo:

X, = {{a,b} € Xo| existe una r-extensién parcial de L que realiza a {a,b}}
Xo = {{a,b} € Xo| existe una extensién de L que realiza a {a,b}}
Xr = {{a,b} € Xo| existe una extensién finita de L que realiza a {a,b}}

Evidentemente Xp C X o C --- C X5 C X; C Xy. También es cierto que Xo, = ﬂfozl X,., aunque
esto es menos evidente. Diremos que X es un conjunto admisible de pares si Xp C X C Xy. Tomemos
un conjunto admisible de pares X = {p1,p2,...,p:} y paracadai,jcon 1 <i <sy 1< j <tdefinamos

2 si P = {Z}
m;; = 1 SiiEpj,|pj|:2
0 en caso contrario.

Ahora definimos Dx (L) como programa lineal entero (ILP):

mip v Mg (a1 ni
=n| |, T1,Z2,...,2¢ > 0, n > 1.
Ms1 - Mgt Tt Ns
Como es usual en programacién lineal entera, s6lo nos interesardn las soluciones de Dx (L) que sean

enteras, as{ que simplemente diremos que Dx (L) tiene solucion siy sélo si tiene alguna solucién entera.
Ahora podemos enunciar nuestro teorema principal:

Teorema 2 Sea L una gréfica finita y X un conjunto admisible de pares, entonces, si Dx (L) no tiene
solucién, L no tiene extension finita. Ademds Dx . (L) tiene solucién si y sclo si L tiene extension finita.
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La segunda parte del teorema anterior suena estupenda, pero el problema es que no se sabe si X es
algoritmicamente computable. Dado que X C X, es ficil ver que si Dy, (L) tiene solucién, Dx__ (L)
también la tiene. No sabemos si el reciproco también es verdadero, pero si lo fuera, tendriamos un
algoritmo para el PEF:

Teorema 3 Si para toda grafica finita L se cumple que Dx . (L) tiene solucién siempre que Dx__(L) la
tenga, entonces existe un algoritmo para el PEF.

Este teorema vale pese a que se sabe (por el Teorema 1, inciso 1) que X no es algoritmicamente

computable.
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Desigualdades para la constante de hiperbolicidad de graficas
cubicas

José M. Sigarreta” José M. Rodriguez”™ Yadira Torres-Nufiez'

Resumen

En este trabajo se obtiene informacién sobre la constante de hiperbolicidad de gréficas cibicas.
Ellas son una clase interesante de graficas con muchas aplicaciones y muy importantes en el estudio
de la hiperbolicidad en el sentido de Gromov, pues para toda grafica G con grado méaximo acotado
existe una grafica cibica G* tal que G es hiperbdlica si y sélo si G* es hiperbdlica. En particular,
se encuentran algunas caracterizaciones para las gréficas cibicas con pequena constante de hiper-
bolicidad. Ademsds, se prueba que la constante de hiperbolicidad de la gréfica complemento de una
grafica cibica G sélo alcanza los valores 5/4 y 3/2, excepto para cuando G es isomorfa a K4 o a
K3’3.

Palabras Clave. Gréfica cibica. Grafica complemento. Grafica hiperbdlica.

1. Introduccion

Los espacios hiperbodlicos en el sentido de Gromov juega un papel importante en la teoria geométrica
de grupos y en la geometria de los espacios curvados negativamente. El concepto de hiperbolicidad en el
sentido de Gromov captura la esencia de los espacios con curvatura negativa como los espacios hiperboli-
cos clasicos: variedades riemanniana completas con curvatura seccional negativa acotada superiormente
por una constante negativa, y de espacios discretos como los drboles y las graficas de Cayley de muchos
grupos finitamente generados. Es resaltable que este simple concepto produce a una rica teoria general
[8].

Los primeros trabajos sobre los espacios Gromov hiperbdlicos estan asociados a grupos finitamente
generados [8]. Inicialmente, los espacios de Gromov fueron aplicados al estudio de grupos automéaticos en
la ciencia de la computacién (ver, e.g., [7]). El concepto de hiperbolicidad también aparece en mateméti-
cas discretas: algoritmos y redes. Algunos problemas algoritmicos en espacios y graficas hiperbolicos han
sido publicados recientemente (ver, e.g., [10]). Otra importante aplicacién de estos espacios estd en el
estudio de la propagacién de virus en Internet y la transmisién segura de informacién por la red [9].

En el presente trabajo se consideran graficas simples con aristas de longitud 1, no necesariamente
finitas. Ademds, serdn graficas métricas (G, d) dotadas de la métrica natural d: para cada par de puntos
z,y € G (no necesariamente vértices), d(z,y) es la distancia mds corta entre ellos donde la distancia se
mide a lo largo de las aristas de G. Se dice que una curva v en G que une a = e y es una geodésica si
la longitud de v es igual a la distancia entre = e y (i.e., L(y) = d(z,y)). La gréafica métrica (G, d) se
dice geodésica si para todo par de puntos en G existe una geodésica que los une, se denotara por [zy]
a una geodésica que une a x e y; esta notacién es ambigua, ya que en general no se tiene la unicidad
de las geodésicas, pero sera conveniente. Luego, las graficas usadas en esta comunicacién seran métricas
geodésicas (por tanto conexas). La arista que une los vértices u y v serd denotada por [u,v], y por
comodidad, se escribird G en lugar de (G, d) para referenciar la grafica métrica geodésica.

Un tridngulo geodésico T = {x1,z2,x3} es la unién de tres geodésicas [x123], [xex3] v [x321] de G. El
espacio G es §-hiperbdlico (en el sentido de Gromov) si todo lado de T estd contenido en la d-vecindad de
la unién de los otros dos lados, para todo tridngulo geodésico T' de G. Se denota por §(G) a la constante
de hiperbolicidad 6ptima de G, es decir, §(G) := {nf{é > 0: G es §-hiperbdlico }.
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Recientemente se han publicado trabajos que estudian la hiperbolicidad de ciertas clases de graficas
[3, 6, 12]. En particular, las graficas ctibicas son una clase interesante de graficas con muchas aplicaciones
[4, 5]. El estudio de las gréficas cubicas hiperbélicas comenzé en [12]; en particular, [12, Teorema 3.4]
muestra que ellas son muy importantes en el estudio de la hiperbolicidad en el sentido de Gromov: para
cualquier grafica G con grado méximo finito, existe una gréafica cibica G* tal que G es hiperbdlica si y
s6lo si G* 1o es.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar nuevos resultados sobre la constante de hiperbolicidad
de graficas cibicas. La Seccién 2 muestra algunas caracterizaciones para las gréaficas cibicas con pequena
constante de hiperbolicidad. En la Seccién 3 se obtienen cotas para la constante de hiperbolicidad de la
grafica complemento de una gréafica cibica; el resultado més relevante que se obtiene en este sentido es
que la constante de hiperbdlicidad de la grafica complemento de una gréfica cibica G sélo alcanza los
valores 5/4 y 3/2, excepto para cuando G es isomorfa a K, o a K3 3, mejorando el resultado previo [12,
Teorema 4.9]. Para mayor informe sobre este trabajo y detalle de las demostraciones ver [13].

2. Pequeiios valores de la constante de hiperbolicidad

Comencemos esta seccién con algunas definiciones que serdn utilizadas. Por ciclo en una grafica se en-
tenderd una curva simple cerrada, i.e., un camino con vértices diferentes excepto para el primero y el 1lti-
mo los cuales coinciden. Si C es un camino en una griafica G y w € V(C), se denota por deg. (w) el grado
del vértice w en la subgréfica inducida por V(C). Por otro lado, se denota por diamg V(G) o diam V(G)
al didmetro estdndar de la grafica G, i.e., diam V(G) := sup{dg(x,y) : z,y € V(G)}. Por diamg G o
diam G se denota el didmetro de la gréfica métrica geodésica G, i.e., diam G := sup{dg(z,y) : =,y € G}.
Los siguientes son resultados bien conocidos, para graficas con longitud de aristas 1 (constante).

Teorema 1 [2, Teorema 2.6] Para toda gréfica hiperbdlica G, 6(G) es un muiltiplo entero de 1/4.

Lema 2 [11, Teorema 11] Sea G una grafica.

(1) 6(G) =0 si y sélo si G es un drbol.
(2) 0(G) =1/4,1/2 no se satisface.
(3) 0(G) = 3k/4 siy sélo si G no es un drbol y todo ciclo en G tiene longitud 3.

Recordemos que un ciclo hamiltoniano, es un ciclo que pasa una y solo una vez por todos los vértices
de una grafica. El siguiente resultado es una versién débil de [1, Teorema 4.10] adaptado a gréficas
cibicas. Para detalles de la demostracién ver [13].

Proposicién 3 Sea G una gréfica ciibica. Entonces 6(G) = 1 si y sélo si se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) Existe en G un ciclo isomorfo a Cjy.
(2) Todo ciclo en G con longitud mayor a 4 es hamiltoniano.

Corolario 4 Sea G una grafica cibica. Entonces 6(G) = 1 si y sélo si se tiene una de las siguiente:
(1) G es isomorfa a K4 0 a K3 3.

(2) G es infinita tal que todo ciclo en G tiene longitud a lo sumo 4 y existe un ciclo con longitud 4.

Proposicién 5 [1, Proposicién 4.12] Sea G una gréfica. Si 6(G) > 3/2, entonces existe un ciclo g en G
con diamg > 3k.

El reciproco de la Proposicién 5 no se cumple, la Figura 1 muestra una gréafica cibica H con un ciclo
C tal que diam C = 3, pero §(H) = 5/4 < 3/2. El siguiente resultado es una variante de su reciproco.

Proposicién 6 Sea G una gréfica ctibica. Si existe un ciclo g en G tal que diam V' (g) > 3, entonces
(@) > 3/2.
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Figura 1: Grafica ctibica H con §(H) = 5/4 y un ciclo C tal que diam C' = 3.

Demostracion. La prueba se basa en la existencia de un ciclo o con caracteristicas favorables y a
partir de o construir un tridngulo geodésico T tal que §(T) > 3/2. La demostracién se apoya en una
casuistica en la longitud de o. Para obtener detalles de la prueba ver [13]. g

Se define la circunferencia ¢(G) de una grafica G como el supremo de las longitudes de sus ciclos si
G 1o es un arbol; se define ¢(G) = 0 si G es un arbol. El siguiente resultado porporciona una férmula
sencilla y explicita de la constante de hiperbolicidad de una larga clase de gréaficas cubicas.

Teorema 7 Si G es una grafica ciibica tal que ¢(G) < 5, entonces §(G) = ¢(G) /4.

Demostracién. La cota superior se tiene directamente por [6, Proposicién 3.9], i.e., 6(G) < ¢(G)/4
(con G cualquier grafica no necesariamente cibica). La cota inferior se obtiene por el Lema 2 para
¢(G) < 3y en [13] por lemas separados asociados a ¢(G) € {4,5}. O

Note que el resultado anterior no es vélido para ¢(G) = 6, ya que ¢(K33) =6y 6(K33) = 1.

Teorema 8 Sea GG una grafica ciibica. Asuma que se cumplen las siguientes condiciones:
(1) Para todo ciclo v en G se tiene diam~y < 3.
(2) Existe un ciclo g tal que diam V' (g) > 3.

Entonces se tiene §(G) = 3/2.

Demostracién. Por (2) y la Proposicion 6, se tiene §(G) > 3k /2. Para todo tridngulo geodésico T’ que es
un ciclo, usando (1), se tiene dg(z,y) < 3 para todo z,y € Ty, en consecuencia, §(T") < 3/2. El resultado
sigue de [14, Lemma 2.1] (es suficiente analizar tridngulos geodésicos que constituyan ciclos). O

3. Complemento de una grafica cubica

El articulo [3] estudia la hiperbolicidad de la grafica complemento. En esta seccién, se obtienen nuevos
resultados para esta operacién sobre graficas ciibicas. Dada una grafica ciibica finita G, denotamos por
G su grafica complemento. Si G es disconexa con componentes conexas G1, ..., G, (r > 2), definimos

6(6) ‘= max {5(@1), .. .,5(50} , diam G := méx{diamal, e 7diam@r}.

El resultado principal de esta seccion es el Teorema 14. Dado que la demostracion del teorema es
bastante extensa, y para hacer més transparentes los argumentos, se coleccionan varios resultados en
lemas técnicos. Las demostraciones de cada uno de los lemas utilizan argumentos independientes con
técnicas habituales de hiperbolicidad y de combinatoria, para detalles de las pruebas se referencia [13,
Seccidn 3.

Lema 9 Dada una grafica cubica finita G, se tiene 5(@) < 3/2.
Lema 10 Si G es una grdfica (n — 4)-regular con orden n > 6, entonces 1 < 6(G) < 3/2.

Lema 11 Sea G una grafica (n—4)-regular con orden n > 6. Entonces, §(G) = 1 si y sélo si diam G = 2.
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Lema 12 Dada una gréfica ciibica finita G la cual es no isomorfa a Cg, se tiene diamg V(G) < 2.

Ademds, si G tiene orden n > 8, entonces diamg V' (G) = 2.

Lema 13 Si G es una grédfica ciibica finita no isomorfa a K4 6 a K3 3, entonces diam G > 5/2.

El siguiente resultado afirma que la constante de hiperbolicidad del complemento de (casi) toda gréfica
ctibica finita toma sélo los valores 5/4 y 3/2. El mismo sigue de los lemas previos.

Teorema 14 Toda gréfica ciibica finita G no isomorfa a K4 6 a K3 3, verifica que 5/4 < 5(@) <3/2.

Finalmente, se encuentran condiciones suficientes para garantizar que la constante de hiperbolicidad
de 6(G) esigual a 5/4 o a 3/2. Las demostraciones de los siguientes resultados aparecen en [13].

Teorema 15 Si G es una grafica finita cubica con orden n > 4 y no contiene una subgrafica inducida
isomorfa a un ciclo Cy, entonces diam G =5/2 y 6(G ) = 5/4.

Teorema 16 Sea G una grafica ciibica finita. Si existe una subgréfica inducida C' en G isomorfa a un
ciclo Cg con diamg C' = 3, entonces §( G ) = 3/2.
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Total dominacion en el producto cartesiano de graficas

Sergio Bermudo” Walter Carballosa”™ José M. Sigarreta™™"

Resumen

Sea G = (V, E) una grafica. Un conjunto S C V(G) es un conjunto de k-dominacién total de G si
todo vértice v € V(@) tiene al menos k vértices adyacentes en S. El nimero de k-dominacién total
Ykt(G) es la minima cardinalidad entre todos los conjuntos de k-dominacién total. En el presente
trabajo se obtienen cotas para el nimero de 2-dominacién total del producto cartesiano de gréficas,
las cuales se alcanzan. En particular, se obtienen valores exactos del nimero de 2-dominacién total
del producto cartesiano de graficas completas.

Palabras Clave. Gréfica. Total dominacién. Producto cartesiano.

1. Introduccion

En la presente comunicacién se establece la siguiente notacién y terminologia. G = (V| E) denota
una grafica simple de orden n = |V| y tamanio m = |E|. Si u y v son dos vértices adyacentes en G, se
denotard u ~ v. Para un vértice u € V se denota N(v) = {u € V:u~ v}y N[v] = N(v)U{v}. El grado
de un vértice v € V serd denotado por d(v) = |[N(v)|. Se denota por § y A el minimo y maximo grado
de la gréfica, respectivamente. Dado un subconjunto no vacio S C V', y un vértice v € V', se denota por
Ng(v) el conjunto de vecinos que v tiene en S, o sea Ng(v) :={u € S :u~v}y ds(v) = |Ng(v)].

Dado una gréfica G = (V, E), un conjunto S C V es un conjunto k-dominante si todo vérticev € V\ S
satisface dg(v) > k. El ndmero de k-dominacion v, (G) es la minima cardinalidad entre todos los
conjuntos k-dominantes. Un conjunto S C V es un conjunto k-dominante total si todo vértice v € V
satisface que dg(v) > k. En tales casos, es necesario tener k < § y |S| > k+1. El ndmero de k-dominacidn
total vt (G) es la minima cardinalidad entre los conjuntos k-dominantes total.

La nocién de dominacién total en gréaficas fue introducida por Cockayne, Dawes y Hedetniemi en [1].
El problema abierto més famoso que incluye la dominacién en graficas es la conjetura de Vizing [6], la
cual plantea que el nimero de dominacién del producto cartesiano de cualesquiera dos graficas es mayor
o igual que el producto de sus numeros de dominaciéon. La dominaciéon y sus variantes en graficas se
siguen estudiando; se sugiere ver [1, 2, 3, 4, 5, 6] y sus referencias.

2. El nimero de 2-dominacion total para el producto cartesiano

Sean G1, G4 dos gréficas de 6rdenes respectivos n, m. Ya que G100Gy C K,0K,,, se tiene una cota in-
ferior natural para v (G10G2) en v (K, OK,,) para k > 1 (i.e., Yt (G1OG3) > ’th(KnDKm))~ En esta
seccién se encuentra el valor exacto para vo¢(K,OK,,) y desigualdades que involucran a ot (K,0K,,),
por lo cual se centrara el trabajo en estudiar el nimero de 2-dominacion total para el producto cartesiano
de graficas completas.

Lema 1 Para todos n,m > 2 se tiene
min{n, m} + 2 < vy (K,0K,,) < 2min{n, m}. (1)

Ademads, si n,m > 3 se tiene
Yot (KnOKpm) <n+m—1. (2)

*Universidad Pablo de Olavide, sbernave@upo.es
"CONACYT & Universidad Auténoma de Zacatecas, wcarballosato@conacyt .mx
***Universidad Auténoma de Guerrero, jsmathguerrero@gmail.com
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Demostracion. Sin pérdida de la generalidad suponga que n < m. Para obtener la primera desigualdad
considere S C V(K,,0K,,) un conjunto 2-dominante total de K,0K,,. Dado que dk, ok,, (v) = n+m—2
para todo v € S'y dg(u) > 2 para todo u € V(K,0K,,), se tiene |S|(n +m — 2) > 2nm. Por tanto,

S| > {2"77"} —n+1+ [("_1)(7”_”)”] >n+2.
n+m-—2 n+m-—2

Para concluir la primera parte es suficiente escoger S := V(K,,) X {wi,ws} para wy,ws € V(K,,) y
w1 75 wa.

Ademéds, siv € V(K,), w € V(Ky;,) y se toma S = (vx V(Kp))U(V(Ky,) x {w}) para min{n, m} > 3,
entonces se tiene que S es un conjunto 2-dominante total para K,0K,,, por tanto, vy (K,0K,,) <
n+m-—1. O

Note que por el Lema 1 se tiene o (K2K,;,) = 4 para todo m > 2. Por otro lado, nuestro problema
de estudio tiene un enunciado equivalente en tableros que por comodidad sera utilizado en lo que sigue
del trabajo.

Problema 2 Considere un tablero de n x m con 3 < n < m y coloque q fichas en q casillas distintas
del tablero. Cada casilla ve las fichas que estan ubicadas en su columna y en su fila, sin ver una posible
ficha en ella misma. Determine la cantidad minima para q de modo que cada casilla vea al menos dos
fichas.

Lema 3 En las distribuciones minimas del Problema 2 con 7y (K,,0K,,) < 2n no puede haber ninguna
fila o columna sin fichas.

Demostracién. Note que si hubiera alguna fila (columna) sin fichas, como sus casillas deben ver al
menos 2, se tiene que cada columna (fila) tendria al menos 2 fichas y por tanto vot (K,O0K,,) > 2n. O

Lema 4 En las distribuciones minimas del Problema 2 con vs:(K,0OK,,) < 2n hay al menos un fila
(columna) con 3 fichas.

Demostracién. Dado que o (K,0K,,) < 2n, por el Lema 1 se tiene que existe al menos una columna
(fila) con exactamente 1 ficha. Luego, dicha casilla ve al menos 2 fichas y por tanto su fila (columna)
tiene al menos 3 fichas. O

En lo sucesivo, cuando sea conveniente, se denota V(K,,) 1= {vi ..., v} v V(Kp) == {w1 ..., wn}.
Ahora se presta especial atencién al caso diagonal n = m, o sea, se calcula o (K,0K,,).

PI‘OpOSiCiéI’l 5 Se tiene ’YQt(KQDKQ) = 4, ’ygt(K3DK3) = 5, ’yQt(K4DK4) =6 y ’Y2t(K5|:|K5) = 8.

Demostracién. La Figura 1 muestra una configuracién 2-dominante total de K,[K, para n =
2,3,4,5. Luego, por el Lema 1 se tiene vo; (K2OK3) = 4, v2:(K3OK3) = 5 y vor (K4OKy) = 6; ademés,
se tiene o (K50K5) < 8.

Suponga que se tiene una configuraciéon 2-dominante total para n = 5 con menos de 8 vértices. Por
Lema 4 hay una fila y una columna con al menos 3 fichas. Sin pérdida de la generalidad suponga que
sean Fila 1 y Columna 1. Entonces se tienen dos casos, tal como se ilustran en la Figura 2, los cuales
conducen a una contradiccién de forma inmediata y se sigue que yo: (K5OK5) = 8. O

Teorema 6 Para todo 6 <n <m, si vo;(K,0K,,) < 2n se tiene

Yor (K OK ) > min{ e (K3OK3) + Trye (K — 30K p—3), Yor (KaOKy) + Tyor (K p—aOKp—4) }.
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Figura 1: Configuraciones minimas de 2-dominacion total para n = 3,4, 5, 6.

>T(n—4)

>T(n—3)

Figura 2: Configuraciones auxiliares para el Problema 2.

Demostracion. Fije n,m y considere S un conjunto minimo 2-dominante total de K,[1K,,. Por el
Lema 4 se tiene que existen 1 <7 <ny 1l <j<m tales que la Fila i y la Columna j tienen al menos 3
fichas. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que ¢ = j = 1.

Por tanto, se tienen los casos de configuraciones como en la Figura 2, los cuales se analizan por sepa-
rado obteniendo ot (KO K ) > vor (K30K3) + Ty (Kp 30K 3) y Yor (KnOKpm) > 2 (K4OKy) +
Tot(Kpn—4OK,,—4), respectivamente. En cada caso la idea de trabajo es probar que con las fichas que
se tienen fuera del subcuadrado de 3 x 3 (respectivamente 4 x 4) se puede cubrir el subtablero comple-
mentario de (n — 3) x (m — 3) (respectivamente (n —4) x (m — 4)) como un conjunto de 2-dominacién
total. Esto se consigue utilizando los Lemas 1 y 3, siendo necesario en algunos casos mover de forma
adecuada las fichas fueras de los dos bloques en diagonal al subtablero complementario. [

Teorema 7 Para todo n > 2 se tiene

(3n)/2, sin =0 (mod4),
Yo (KnOK,) =4 (3n+1)/2,  sin=1(mod2), (3)

(3n+2)/2, sin =2 (mod4).

Demostracion. Primero note que al colocar por bloques en diagonal la configuracién de tamano con-
gruente con n médulo 4 de la Figura 1 seguido de tantas de 4 X 4 como sea necesario para completar
el orden n X n, se obtienen configuraciones 2-dominante total; por tanto, se tiene la primera desigual-
dad (<). Para completar la prueba se procede por induccién completa en k cuando n = 4k + r con
r € {—2,-1,0,1}. Por Proposicién 5 se tiene la igualdad para k = 1 y el resultado sigue por el Teorema
6. O

Corolario 8 Para todo n > 3 se tiene

Yot (KnOKp 1) = v2: (K, OK,) + 1. (4)
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Demostracién. El procedimiento es andlogo al del Teorema 9. Se puede comprobar que ot (K3OK,) =
6, yor (K4OK5) = 7, vor (K50Kg) = 9y y2: (KgOK7) = 11, luego el resultado sigue por el Teorema 6. [

Finalmente, se pueden obtener cotas para la 2-dominacién total del producto cartesiano de graficas
completas.

Teorema 9 Para todo 2 < n < m se tiene
72t(Kn|:|Kn) S 72t(KnDKm) S min{2na 72t(Kn|:|Kn) +m — Tl}

Demostracién. Es suficiente probar que 7o (K,0K,,) < vor(K,OKp41) < v (K,0K,,) + 1. Pa-
ra probar yo:(K,0OK,;) < v2:(KnOKy41) considere S' un conjunto 2-dominante total minimo de
K,OK,,+1. Note que si vo;(K,,0K,,+1) = 2n entonces por Lema 1 se tiene esta desigualdad. Suponga
ahora que o (K, OK41) < 2n. Por esta suposicién y el Lema 3 se tiene un vértice (v;,w;) € S’ tal
que la columna j tiene sélo una ficha y por tanto la fila ¢ tiene al menos 3 fichas. Note que si se mueve
la ficha en (v;,v;) a cualquier casilla vacia de la fila ¢ y se borra la columna j, se obtiene un conjunto
2-dominante total S para K,K,,. Entonces se obtiene voi (K, OK,,) < vor (K, OKp41).

Para probar Yot (Kp,OKpt1) < Y2:(K,OK,,) + 1 considere un conjunto 2-dominante total minimo S
de K,0K,,. Note que si y2:(K,0K,,) = 2n entonces Yo (K,OK,,+1) = 2n. Finalmente, por Lema 4
exite una fila 7 con al menos 3 fichas, por tanto, si se agrega una columna final (se agrega un vértice wy, 1
a K,,) y se coloca una ficha en (v;, wy,+1) se obtiene un conjunto 2-dominante total para K,0K,,+1. O

Intuitivamente se puede pensar que al tener el valor exacto de y2:(K,0K,,) y siguiendo procedimientos
similares a los del presente trabajo, se puede obtener la igualdad ~o; (K, 0K,;,) = min{2n, v (K,0K,, )+
m — n} pero esto es falso pues Yo (K5Kg) = y2: (K5sOK7) = 9.
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Digraficas H—pancromaticas

Hortensia Galeana Sanchez* Rocio Rojas Monroy'

Resumen

Dada una digrafica D podemos considerar un conjunto de vértices absorbente e independiente
donde cada una de estas dos caracteristicas depende, de algiin modo, de otra digrafica H. A este
conjunto le llamamos nicleo por H—trayectorias. En este trabajo mostramos algunos tipos de
digréficas que siempre tienen este tipo de nicleo para cualquier H; a estas digraficas las llamamos
H —pancrométicas.

Palabras Clave. Nucleo. H—trayectoria. Digrafica H—pancromatica. Digréfica quasitransitiva.

1 Introduccién

Si D una digréfica, V(D) denotara el conjunto de vértices de D y F(D) el conjunto de sus flechas.

Definicién 1 Un conjunto K de vértices de una digrafica D es un nucleo si satisface las siguientes
condiciones:

1. Para cualquier vértice v € V(D) — K existe un vértice y € K tal que (z,y) € F(D) (K es
absorbente), y

2. Para cualesquiera dos vértices de K no existen flechas entre ellos (K es independiente).

El concepto de nicleo fue introducido por J. Von Neumann y Morgenstern [7] en el drea de Teoria
de Juegos. Existen varias generalizaciones del concepto de nicleo, tales como ntcleo por trayectorias
monocromaticas [3] y nicleo por H—caminos [1].

Definiciéon 2 Decimos que una digrafica estd m-coloreada si sus flechas han sido coloreadas con m
colores, es decir existe una funcién de F(D) a un conjunto con m elementos llamados colores.

Una digrafica es monocromadtica si todas sus flechas son del mismo color.

Definicién 3 Sea D una digrafica m—coloreada. Un conjunto K de vértices de D es un nicleo por
trayectorias monocromaticas si satisface las siguientes condiciones:

1. Para cualquier vértice x € V(D) — K existe una trayectoria dirigida monocromdtica desde x hacia
algiin vértice y € K (K es absorbente por trayectorias monocromaticas), y

2. Para cualesquiera dos vértices de K no existen trayectorias monocrométicas entre ellos (K es
independiente por trayectorias monocromdticas).

Definicién 4 Sean D y H dos digraficas. Una H-coloracién de D es una coloracion de las flechas de
D donde el conjunto de colores es V (H), es decir es una funcién ¢ : F(D) — V(H).

En lo que resta de esta seccién, D y H son dos digraficas tales que D es una digrafica H—coloreada.

*Instituto de Matematicas, UNAM, hgaleana@matem.unam.mx
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Definicién 5 Sic es una H-coloracion de D, entonces una trayectoria W en D es una H-trayectoria si la
sucesién de colores usados en la flechas de W es un camino dirigido en H ; es decir, si W = (ug, u1, ..., Uy)
entonces (¢ (ug,u1),c(ur,ua), ..., ¢ (Ui, wit1) , ..., ¢ (Up—1,uy)) es un camino dirigido en H.

Definicién 6 Un conjunto S C V(D) es independiente por H —trayectorias, si cualesquiera dos vértices
de S no estan conectados en D por una H—trayectoria.

Definicién 7 Un conjunto S C V(D) es absorbente por H—trayectorias, si para cualquier vértice x de
V(D) — S existe en D una H—trayectoria desde x hacia algiin vértice en S.

Definicién 8 Un conjunto S C V(D) es un niicleo por H—trayectorias si es independiente por H —trayectorias
v absorbente por H—trayectorias.

Un nicleo y un nicleo por trayectorias monocromaticas son casos particulares de ntcleo por H—tra-
yectorias. Si H satisface que F'(H) = (), entonces un conjunto de vértices de D es un niicleo por
H—trayectorias si y s6lo si es un nicleo. Y si F(H) = {(u,u);u € V(H)} entonces un conjunto de
vértices de D es un nicleo por H—trayectorias si y sélo si es un ntcleo.

En este trabajo introducimos el concepto de digrafica H—pancromatica, esto es una digrafica tal que
para toda digrafica H y toda H—coloracién tiene nicleo por H—trayectorias. Asimismo presentamos
diferentes tipos de digraficas que son H-pancromaticas. En particular analizamos una operacion aplicada
a digraficas quasitransitivas que generan este tipo de digraficas.

2 Digraficas H—pancromaticas

Una flecha (u,v) de una digréfica D es llamada simétrica si (v,u) € F(D). Una digrafica D es llamada
simétrica si todas sus flechas son simétricas. Una digrafica D is aciclica si D no contiene ciclos dirigidos.
Una digrafica D es transitiva si {(u,v), (v,w)} C F(D) implica (u,w) € F(D). Una generalizacién
del concepto de digrafica transitiva es el de digréfica quasitransitiva; una digrafica es quasitransitiva
si {(u,v), (v,w)} C F(D) implica (u,w) € F(D) o (w,u) € F(D). Este concepto fue introducido por
Ghouila-Houri [4] y ha sido estudiado por varios autores como Bang-Jensen y Huang [2]. Las digraficas
quasitransitivas estan estrechamente relacionadas con las graficas perfectas.

Si D es una digrafica infinita, una trayectoria infinita exterior es una sucesion infinita (z1,zs,...) de
vértices distintos de D tales que (z;,x;41) € F(D) para cada i.

Definiciéon 9 Decimos que una digrafica D es H-pancromaética si para cualquier digrafica H y toda
H —coloracion de D, D tiene niicleo por H —trayectorias.

En Teoria de Ntcleos, una digrafica es nicleo perfecta si toda subdigrafica inducida tiene ntcleo.
Hay varios tipos de digraficas que son nucleo perfectas, tales como las digréficas simétricas, digréficas
transitivas [5], digrdficas aciclicas [7], digraficas bipartitas [6], digréficas sin ciclos de longitud impar
[8, 6]. Asi, es natural pensar que este tipo de digraficas sean H—pancrométicas. De acuerdo a lo
anterior tenemos los Teoremas 1 y 2.

Teorema 1 Sea D una digréafica posiblemente infinita. Supongamos que D es transitiva y que no
contiene trayectorias infinitas exteriores, entonces D es H-pancromadtica.

Teorema 2 Sea D una digrafica posiblemente infinita. Supongamos que D es aciclica y que no contiene
trayectorias infinitas exteriores, entonces D es H-pancromadtica.

Observacion 1 Existen digraficas simétricas asi como bipartitas que no son H-pancromaticas.

Note que no es posible caracterizar a las digraficas H—pancromaticas mediante la prohibicién de
ciertos tipos de digraficas, ya que toda digrifica puede ser subdigrifica inducida de una digrafica
H—pancromética. Por ejemplo, sea D una digrifica, y sea D’ la digrafica que es obtenida a partir
de D anadiendo un nuevo vértice w y todas las posibles flechas desde los vértices de D hacia w; D’ es
una digrafica H—pancromética y D es una subdigrafica inducida de D’.
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3 El resultado principal

Sean Dy, Dy, ... D, digréficas y supongamos que zi,...,z, son los vértices de Dy. Dg[D1,...,Dy]
denota la digrafica tal que V(Dg[D1,...,Dy]) = U V(D;), ¥y (u,v) € F(Dg[D1,...,Dy]) siy sélo si
se satisface una de las condiciones siguientes: (a) {u,v} C V(D;) para alguna i, y (u,v) € F(D;); (b)
u € V(D;), v e V(D;) para algunas i # j, y (2;,2;) € F(Dy).

Nuestro resultado principal es el Teorema 3 el cual da condiciones suficientes para que una digrafica
de la forma Dgy[Dq, ..., D,] sea H-pancromética, donde Dy es una digrafica quasitransitiva.

Teorema 3 Sea Dy una digrafica quasitransitiva con vértices z1, 22, . .., 2n, y supongamos que Ny =
{z1,22,...,2-} es un nicleo de Dy. Considere D1, Ds,...,D, digréficas tales que D1,...,D, son H-
pancromaticas. Supongamos ademds, que si una flecha simétrica de Dqy incide en un vértice z; con
i € {1,2,...,r}, entonces para cada digrdfica H y cada H—coloracién de D; existe un nicleo por
H—trayectorias de D; que consiste de un tnico elemento. Entonces, D = Dy[Dy,Ds,...,D,] es H-
pancromatica.

Corolario 4 Si D es una digrafica quasitransitiva y tiene nicleo, entonces D es H-pancromaética.
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Una caracterizacion combinatoria de triangulaciones del disco.

Edgar Morales Avalos* Natalia Garcia—Colin'

Resumen
En este trabajo mostraremos que las triangulaciones finitas del disco se caracterizan por su matriz
de interseccion.

Palabras Clave. Triangulacién. Superficie. Matriz de Interseccion.

1 Introduccion.

Uno de los resultados maés interesantes y sorprendentes de la teoria de los politopos convexos dice que la
matriz de adjacencias de dimensiéon d — 2 de un d-politopo convexo y simplicial determina por completo
su estructura combinatoria. Este fendmeno no es cierto en general [2, 3].

Inspirados por el resultado anterior, Arocha et.al. [1] demostraron que una triangulacién finita de una
superficie conexa y sin frontera estd completamente determinada por su matriz de interseccién.

El propdsito de este trabajo es dar una caracterizaciéon combinatoria del disco finitamente triangulado
a partir de su matriz de interseccién y con este resultado, motivar al estudio de generalizaciones para
algunas otras superficies.

2 Preliminares.

Definicién 1 Dada una una superficie C, triangulada por n tridngulos etiquetados {t1, .. .t,}, su matriz
de interseccion, Mc, se define como la matriz que tiene en cada una de sus entradas |t; Nt;| = a; ;, con
1<i,j<n.

2.1 Lema de las Semirruedas.

Definicién 2 Llamaremos n - semirrueda a la triangulacion S,, que consta de n triangulos y de n + 2

vértices {vg, V1, ..., Upt1} donde n > 3, y cada tridngulo t; tiene por vértices {vg, v;, vi+1} con 1 < i <mn.

Lema 1 SiT es una triangulacién finita con matriz de interseccion My tal que Mr = Mg, para alguna
semirrueda Sy, entonces dependiendo de n, T es alguna de las siguientes triangulaciones:

(a) Si My = Mg, entonces T es una 3 — semirrueda.
(b) Si My =S; con4 < j <6, entonces T es una j — semirrueda o una j — arracada. ( Figura 1)

(¢) Si My =S, con j > T entonces T es una j — semirrueda.

2.2 Lema de las Ruedas.

Definicién 3 Llamaremos n—rueda a la triangulacion R,, que consta de n triangulos y de n+1 vértices:
{vo, v1,v2,..., v, }, donden > 3 y tal que cada tridngulo t; tiene por vértices {vg, v;, vit1} sil <i<n—1
y el tridngulo t,, tiene por vértices {vg, v, v1}.

*Facultad de Ciencias, UNAM, eddy_edgar22@hotmail.com
fINFOTEC, Centro de Investigacién e Innovacién en Tecnologias de la Informacién y Comunicacién,
natalia.garcia@infotec.com.mx
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Figura 1: De izquierda a derecha Sy, S5 y Sg con sus respectivas arracadas.

Lema 2 Si T es una triangulacion finita con matriz de interseccion Mr tal que Mt = Mg, , entonces
dependiendo de n, T es alguna de las siguientes triangulaciones:

(a) Si My = R3 entonces T es una 3 — rueda o un 3-libro. (Figura 2)

Figura 2: R3 y el 3-libro.

(b) Si My = R4 entonces T es una 4 — rueda.

(¢c) Si My =Rj con j =504 =06 entonces T es una j — rueda o una triangulacién de una banda de
Mbobius de j tridngulos. (Figura 3)

Figura 3: Izquierda S5, derecha Sg con sus respectivas Bandas de Mobius trianguladas.

(d) Si My = R; con j > 7, entonces T es una j — rueda.

Las pruebas de ambos lemas requieren de un andlisis combinatorio exhaustivo para cada una de
las semirruedas S, y ruedas R,, el cual consiste en armar a la triangulacién tomando en cuenta la
informacién de intersecciones que su matriz proporciona.
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3 Caracterizacion de Discos.

Teorema 3 Sean D y D’ dos superficies trianguladas finitamente por n tridngulos, ambas homeomorfas
a un disco con matrices de interseccion Mp y Mp: respectivamente, tales que Mp = Mp/, entonces, D
y D' son la misma triangulacion.

Demostracién. Primero que nada, definiremos la vecindad de un vértice v en D, N(v), como el con-
junto de todos los triangulos que tienen como alguno de sus vértices a v. Notemos entonces que para
cualquier vértice v € D, N(v) es una rueda si el v estd en el interior del disco y una semirrueda si v estd
en la frontera.

Bajo la hipotesis Mp = Mp: tenemos que existe una funcién que va de los tridngulos de D a los
triangulos de D', ¢ : A(D) — A(D'), tal que |t; Nt;| = |p(t;) N(t;)| para toda 4,5 < n. A contin-
uacion analizaremos los posibles casos que puede presentar la funcién .

Caso 1.- Supongamos que para todo vértice en D, ¢(N(v)) es una rueda si N(v) es rueda y (N (v)) es
una semirrueda si N (v) es semirrueda. Nétese que NN (v) es precisamente v, entonces podemos extender
a la funcién ¢ a una funcién que va de los vértices de D a los vértices de D', ¢ : V(D) — V(D'), con
la regla de correspondencia (NN (v)) = Np(N(v)).

Caso 2.- Supongamos que existe v € D tal que N(v) corresponde a una 3-rueda y tal que la funcién
© mapea a esta vecindad al 3-libro. Esto querrfa decir que el 3-libro estd contenido en D’, pero este
caso no puede suceder, pues la dimensién minima de encaje del 3-libro es 3, mientras que la dimensién
minima de encaje de D’ es 2, es decir, D’ no puede contener al 3-libro.

Caso 3.- Supongamos que existe v € D tal que N (v) corresponde a una i-semirrueda y tal que la funcién
¢ mapea a esta vecindad a una i—arracada para i = 4,5 ¢ 6. Usando argumentos combinatorios y
topoldgicos podemos mostrar que este caso no puede ser posible. No explicitamos dichos casos en esta
nota por brevedad.

Caso 4.- Supongamos que existe v € D tal que N(v) corresponde a una j—rueda con j =5 6 6 y tal que
la funcién ¢ mapea a esta vecindad a una banda de Mobius. Esto implicaria que la banda de Md&bius
esté contenida en D’. Es decir este caso no puede suceder, pues la dimensién minima de encaje de la
banda de Mobius es 3, mientras que la dimensién de encaje de D’ es 2, es decir, D’ no puede contener
a la banda de Mébius.

Entonces hemos argumentado que el Caso 1 es el tnico posible. Por tanto, mediante el uso de la
funcién 1 podemos dar una biyeccién entre V(D) y V(D’). Esta funcién tiene la particularidad de
mapear tridangulos en tridngulos, mientras se preservan las intersecciones. Es decir las triangulaciones
D y D’ son combinatoriamente equivalentes.

O
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Digraficas nucleo imperfectas criticas y
familias de torneos generalizados*

Hortensia Galeana-Sdnchez! Mika Olsent

Resumen

Vamos a presentar caracterizaciones de algunas familias de torneos generalizados que son digraficas
nicleo imperfectas criticas asi como las diferentes ideas que estdn atras de las pruebas.

Palabras Clave. Digrafica. Nucleo imperfecta critica. Torneos generalizados.

1 Introduccidén

Una digréafica D es una pareja (V (D), F(D)), donde V(D) es el conjunto de vértices de la digréfica D y
F (D) es el conjunto de parejas ordenadas de vértices de D que definen las flechas de D. Un torneo es una
digrafica que satisface que entre cualquier par de vértices hay exactamente una flecha. Los torneos for-
man una clase de digraficas con mucha estructura y tienen una serie de propiedades bonitas; por ejemplo,
en caso de ser fuertemente conexo es hamiltoniano y panciclico y si no es fuertemente conexo, entonces
tiene una trayectoria hamiltoniana. En 1990 Bang-Jensen definié la primera familia de generalizaciones
de torneos [?] y las diferentes generalizaciones de torneos han recibido mucha atencién desde entonces.
Una familia de digraficas es una generalizacion de torneos si de alguna manera las digraficas conservan
estructuras béasicas de los torneos y ademads, contiene a los torneos. Algunas familias han sido carac-
terizadas en términos de su grafica subyacente o en términos de su estructura mientras que para otras
familias atin no se conoce una caracterizacién bonita. Propiedades interesantes de generalizaciones de
torneos se pueden encontrar en [?]. Algunas de las familias de generalizaciones de torneos més estudiados
son las digraficas semicompletas, digraficas cuasi-transitivas y digraficas localmente semicompletas.
Dominacién y absorcién son los conceptos en digraficas andlogos a la dominacién en gréficas [?]. Un
subconjunto N de vértices es absorbente en la digrafica D si para todo vértices u € V(D) \ N existe un
vértice v € N tal que uwv € F(D) y un conjunto de vértices es independiente si no hay flechas entre los
vértices en D. Un nicleo en una digrafica es un conjunto independiente y absorbente de vértices. El

Figura 1: Un ntcleo N

concepto de nicleo fue introducido en 1944 por von Neumann y Morgenstein y tiene muchas aplicaciones
en diferentes areas, por ejemplo, en teoria de toma de decisiones, en teoria de juegos y en légica. En 1973,
V. Chvatal probé6 que decidir si una digréfica arbitraria D tiene un nicleo es un problema N P-completo.

La clase de digraficas ntucleo imperfectas criticas es una clase con propiedades interesantes. Una
digrafica D, que satisface que todas sus subdigraficas propias inducidas tienen nicleo, es una digrafica
nicleo imperfecta critica (CKI) si la digrafica D no tiene nicleo; y es una digrafica nicleo perfecta (KP)
si la digréfica D tiene un nicleo. Una digréfica CKI (o digrafica KP) no tiene subdigraficas CKI propias

*Trabajo realizado con apoyo de Conacyt
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inducidas. Los ciclos impares son ntcleo imperfectas criticas y los ciclos pares son ntcleo perfectas.
El tnico torneo que es CKI es ('3, y probamos que la familia de digréficas CKI semicompletas es la
familia C',,(1,42,£3,,%|Z]), para algin n > 4, donde C',,,(J) es una digrdfica circulante (o rotacional)
definida sobre V(' (J)) = Zy,, con Z,, el grupo ciclico de enteros médulo m (m > 1), J un subconjunto
no vacio de Z,, \ 0y F(C'n(J)) = {(i,4) : i,5 € Z—m,j —i € J}. Un dato curioso es que si una
digrafica es CKI, la digrafica que se obtiene al invertir todas las flechas de D puede no serlo; Duchet y
Meyniel dieron un ejemplo de tal digrafica en 1981.

En 1960 C. Berge defini6 las graficas perfectas como aquellas que satisfacen que para cada subgrafica
inducida H de G, el nimero cromético de H es igual al niimero maximo vértices de una subgrafica
completa de H. Ademds, propuso la conjetura fuerte de las grdficas perfectas que afirma que una grafica
G es perfecta si y sélo si G no contiene ni C'oy,41 ni el complemento de C'9,41, para n > 2, como un
subgréfica inducida; esta conjetura fue demostrada por M. Chudnovsky et. al (2006). Muchos autores
han contribuido a obtener propiedades y caracterizaciones de gréaficas perfectas. En 1986 C. Berge y P.
Duchet conjeturaron que una grafica G es perfecta si y sélo si cualquier orientacién por pozos de G es
una digréfica nicleo perfecta (si G es una grafica, una orientacién G' de G es una digrafica obtenida
a partir de G por la direccién de cada arista de G en al menos una de las dos direcciones posibles.
Una orientacion de G es una orientacion por pozos si cada subgrafica semicompleta H de G tiene
un vértice absorbente en B[V(H )]). La demostracién de esta iltima propiedad no aparece como tal
en la literatura, pero es consecuencia de resultados de dos articulos y construye un puente importante
entre dos temas en la teoria de gréficas: a saber, coloraciones y ntcleos. Es importante mencionar que
cualquier digrafica H que es KP puede ser extendida a una digrafica D que es CKI de modo que H es
una subdigréfica inducida de D; por eso las digraficas CKI no pueden ser caracterizadas por menores
prohibidos. Victor Neumann-Lara y Hortensia Galeana-Sdnchez probaron que si una digrafica D no
tiene ninguna subdigrafica inducida isomorfa a una CKI, entonces la digrafica tiene nicleo. Dado que el
problema en general de decidir si una digrafica tiene nicleo es N P-completo, clasificar las digraficas CKI
resulta interesante. Algunas familias de digraficas CKI han sido caracterizadas y se conocen propiedades
estructurales, ver [?, ?].

2 Graficas perfectas y digraficas nicleo perfectas

La relacion entre graficas perfectas y digréaficas ntucleo perfectas nos ayudan a caracterizar las digraficas
nucleo imperfectas criticas de algunas familias de torneos generalizados. Los siguientes dos teoremas
fueron mencionados en la introduccién.

Teorema 1 (Teorema fuerte de gréaficas perfectas) [?] Una gréfica G no es perfecta si y sélo si G
tiene como subgrafica inducida un ciclo impar de orden al menos 5 o el complemento de un ciclo impar
de orden al menos 7.

Teorema 2 [?, ?] Una grdfica G es perfecta si y sdlo si las orientaciones por pozos (cada subdigréfica
semicompleta tiene un nicleo) de G es una digréfica KP.

El siguiente teorema es fundamental para la caracterizacién de las digraficas CKI de ciertas familias
de torneos generalizados cuya grafica subyacente es perfecta.

Teorema 3 Las tnicas digréaficas niicleo imperfectas criticas que son orientaciones de graficas perfectas
son 83 v la familia 8(17 +2,43,...,+[%]), conm > 4.

Una digréfica D es cuasi-transitiva si cada vez que hay un uvw camino en D, entonces al menos una
de las flechas uw y wu es flecha de D. Se sabe que la gréafica subyacente de una digrafica cuasi-transitiva
es una grafica de comparabilidad, la cual se sabe perfecta. La caracterizacion de las digraficas CKI
que son cuasi-transitivas se sigue del teorema 3. Caracterizamos de la misma manera a los torneos
multipartitos semicompletos CKI, porque un torneo multipartito semicompleto es una orientacién de
una grafica multipartita completa, que es una gréafica perfecta.
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3 Caracterizando las CKI usando propiedades de la familia de torneos generalizados

Una digrafica D es localmente semicompleta si para cada vértice de D la in-vecindad y la ex-vecindad
inducen una digrafica semicompleta. Bang-Jensen caracterizo las digraficas localmente semicompletas
en términos de digraficas “round” y el nimero de independencia «(D) (el orden méximo de un conjunto
de vértices independientes). Una digréfica es round si podemos etiquetar sus vértices vy, va, ..., v, de
manera que para cada i, tenemos N (v;) = {vit1, .-, Vitat ()} ¥ N~ (0i) = {0i—g— (), - > viz1} (todos
los subindices se toman mdédulo n). Dejando de lado los detalles, reducimos el problema de caracterizar
a las digraficas localmente semicompletas que son CKI al problema de caracterizar las digraficas round
que son CKI y caracterizar las digrdficas localmente semicompletas con a(D) = 2 que son CKI.

Proposicién 4 Sea D una digréfica localmente semicompleta con a(D) = 2. Si D es CKI, entonces
D=CsoD=C(1,2).

Probamos un lema técnico que establece que si una digrafica round es CKI, entonces tiene que ser una
digrafica circulante con cierto tipo de saltos. Usando ese resultado pudimos caracterizar las digraficas
round que son CKI.

Teorema 5 Sea D una digréafica round. Si D es CKI, entonces D es un ciclo impar, D = 87(17 2) o
D= Bm(l, +2,43,...,£[%]) para algiin m > 4.

Usando la caracterizacién de las digraficas localmente semicompletas de Bang-Jensen, la proposicion
?? y el teorema ?? probamos el siguiente resultado.

Teorema 6 Sea D una digrafica localmente semicompleta. Entonces D es CKI si y sélo si D es un ciclo
impar, D = 87(1, 2)oD = 8m(1, +2,43,...,+[%]) para algiin m > 4.

4 Una familia de torneos bipartitos generalizados

Las udltimas familias de digraficas que vamos a considerar son familias de torneos bipartitos generali-
zados. Dada una flecha cualquiera vw en un torneo bipartito, © un vecino de v y x un vecino de w,
entonces v y x son adyacentes. Hay cuatro maneras de elegir estos dos vecinos cada una induce una
familia de torneos bipartitos generalizados: las digraficas arco-in-localmente semicompleta, digraficas
arco-out-localmente semicompleta, digraficas 3-cuasi-transitivas y las digraficas 3-cuasi-anti-transitivas.
Estas cuatro familias tienen caracterizaciones parecidas y muy sencillas en términos de trayectorias no
necesariamente inducidas. Una trayectoria no necesariamente dirigida P = uvwx es una H;-trayectoria
siu — v = w < x; es una Ho-trayectoria si u < v — w — x; es una Hs-trayectoria si P es una
trayectoria dirigida y una Hy-trayectoria si P es una trayectoria antidirigida (P no tiene subtrayectorias
dirigida de tres vértices).

V o —— Vo — Ve s W V o ——
I I R S IR R |
U e .- X U . . U . . T U e Hy .
Figura 2: H; trayectorias para i =1,2,3,4
Para i = 1,2,3,4, Bang-Jensen definié6 una digrafica H;-libre [?] como aquella donde cada H;-

trayectoria uvwzx tiene una flecha entre los vértices v y x. Nosotros consideramos una digrafica H;-
libre como aquella que no tiene H;-trayectorias inducidas, claramente contiene las digraficas H;-libres
definidas por Bang-Jensen. Lo primero que pudimos constatar es que hay digréaficas que son CKI y no
son H;-libres, por ejemplo la digréfica circulante C'11(1,2,4). Las trayectorias (9,0,4,3), (1,0,4,5) y
(0,2,3,5) no tienen diagonales, y las Hy-trayectorias (8,1,0,4) y (10,1,0,4) tiene una diagonal. Asi
que para i = 1, 2,3 caracterizamos las digraficas CKI tales que cada H;-trayectoria tiene al menos una
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Figura 3: C1,(1,2,4)

diagonal y las digraficas CKI tales que cada Hy-trayectoria tiene al menos dos diagonales. Usamos el
siguiente resultado, que es una reformulacién de dos resultados de Victor Neumann-Lara y Hortensia
Galeana-Sanchez.

Teorema 7 [?] Sea D una digrdfica CKI que no es un ciclo impar. Para todo vértice uw € V(D) hay un
ciclo C = (u = ug)u1...u2nuo tal que C' no tiene diagonales del tipo u;u; con j € {0,1,3,...,2n — 1} ni
del tipo ugi41uz; con 0 <@ < j < n.

5 Seccion final

Queremos recordar que hay una tnica familia de digraficas CKI semicompletas 83 y 8(17 +2,43,..., %

para algin m > 4, donde el nico torneo es 83. En las familias de torneos generalizados esperabamos que
en cada familia hubieran pocas digréaficas CKI. Resumiendo los resultados tenemos que si una digrafica
es CKI y pertenece a algunas de las siguientes generalizaciones de torneos: digréaficas cuasi-transitivas,
torneos multipartitos semicompletos, digréficas localmente semicompletas, H;-libres tales que cada H;-
trayectoria tiene al menos una diagonal para i = 1,2,3 y las Hy-libres tales que cada Hy-trayectoria

tiene al menos dos diagonales, entonces tiene que ser un ciclo impar, C'7(1,2) o de la familia de digréficas
circulantes semicompletas 8(17 +2,43,...,£[F]), para algiin m > 4.
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Graficas y ajedrez

Adriana Hansberg*

Resumen

;Cuédntas reinas caben en un tablero de ajedrez sin que se ataquen entre ellas? ;Cudntas se
necesitan para que toda casilla del tablero no ocupada sea atacada por alguna de ellas? En esta
comunicacion, discutiremos este tipo de problemas para los distintos tipos de piezas del ajedrez.
Presentaremos los resultados conocidos hasta hoy en dia y concluiremos proponiendo variaciones y
extensiones de estos problemas.

Palabras Clave. Gréfica. Ajedrez. Dominacién. Independencia.

1 Introduccion

En esta comunicacion, consideraremos varios problemas de colocacion de piezas en un tablero de ajedrez.
Denotaremos con K, @, T, A, C los tipos de piezas rey, reina, torre, alfil y caballo, respectivamente,
las cuales efectuan los movimientos tal como en el juego del ajedrez. Asi, decimos también que una
pieza p de tipo P € {K,Q,T, A,C} ataca a todas las piezas que estén situadas en las casillas a las
cuales p puede llegar tras efectuar un movimiento correspondiente a su tipo. Por ejemplo, si p es
un alfil, todas las piezas colocadas sobre las casillas de las dos diagonales que se cruzan en la casilla
de p son atacadas por esta. Los problemas que nos interesan son los siguientes. Sea P € {K,Q, T, A,C}.

Problema 1. ;Cudl es el maximo numero de piezas de tipo P que se puede colocar en un tablero de
ajedrez de n x n casillas de tal forma que no se ataquen entre ellas?

Problema 2. ;Cual es el minimo ntimero de piezas de tipo P que se pueden colocar en un tablero de
ajedrez de n x n casillas de tal forma que todos los campos no ocupados sean atacados por alguna de
ellas?

Veremos que, dependiendo del tipo de pieza, los problemas pueden ser desde muy sencillos hasta
impresionantemente complicados. En esta comunicacion, daremos las soluciones y los resultados que
se conocen sobre estos problemas para los diferentes tipos de piezas de ajedrez. Finalmente, daremos
posibles variaciones y extensiones de estos problemas.

2  Traduccién a graficas

Los problemas 1 y 2 se pueden traducir, en términos de gréaficas, a problemas de independencia y dom-
inacion. Para esto, construimos una grafica que representa los posibles movimientos de las reinas sobre
cada casilla del tablero. Asi, obtenemos una gréfica de n? vértices (uno por casilla) y cada vértice es
adyacente a todos los vértices correspondientes a las casillas atacadas. Denotaremos con G’ a la grafica
relativa a la figura P € {K,Q,T,A,C} en un tablero de n x n. El conjunto de vértices de G serd
formado por todos los pares (¢,5), 1 < 7,7 < n, en donde i marca el renglén y j la columna. En la
Figura 1 damos las graficas correspondientes a los caballos, a los reyes y a los alfiles en un tablero de 4x4.

*Universidad Nacional Auténoma de México, ahansberg@im.unam.mx
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Figura 1: Gréficas G&, G% y G%. Los vértices negros y grises forman, respectivamente, conjuntos dominantes
e independientes.

De esta manera, los problemas 1y 2 se traducen a los problemas de encontrar un conjunto independiente
de maxima cardinalidad y un conjunto dominante de minima cardinalidad en la gréfica asociada a la
pieza. Formalmente, si G = (V, E) es una grifica y S, D C V son subconjuntos del conjunto de vértices
tales que la grifica inducida por S no tenga aristas y que todo vértice v € V' '\ D tenga al menos un
vecino en D, diremos que S es un conjunto independiente y que D es un conjunto dominante en G. La
cardinalidad de un conjunto independiente méaximo y de un conjunto dominante minimo en una grafica
G serén denotadas con a(G) y v(G), respectivamente.

3 Soluciones y resultados conocidos

3.1 Reyes

La solucién de los Problemas 1 y 2 para el caso de los reyes es bastante sencilla. En el caso de un conjunto
independiente, los reyes tienen que estar separados por al menos una casilla. La forma mas compacta
de colocarlos es como se ilustra a la izquierda en la Figura 2. Es ficil ver que entonces a(G%) = [n/2]%.
Por otro lado, es claro que si colocamos [n/3]? reyes distribuidos como se muestra a la derecha en la
Figura 2, tendremos un conjunto dominante. Como por cada columna debe haber al menos [n/3] reyes
situados ya sea sobre ella o en las columnas contiguas, necesitaremos al menos [n/3]? reyes para cubrir
el tablero entero. Por lo tanto, tenemos que v(G%) = [n/3]2.

7 / % w%/m/:, . 1
& . / s

i

Z

é ! é/ Z’- ,-//:

Figura 2: Soluciones para los problemas de los reyes, n = 8

3.2 Torres

El caso de las torres es todavia més facil. Notemos primero que n torres colocadas a lo largo de una de
las diagonales del tablero forman tanto un conjunto dominante como uno independiente. Observemos
ahora que para un conjunto dominante no podemos usar menos piezas, ya que, si no, existiria un
renglén ¢ y una columna j en la que no estuviera ninguna torre, por lo que la casilla (4, j) no estarfa
cubierta. Finalmente, para un conjunto independiente, tampoco podemos poner més de n torres, ya que
entonces forzosamente tendria que haber dos torres en una columna o un renglén. Tenemos entonces
que a(G3) = (G} = n.

3.3 Alfiles

En el caso de los alfiles, las soluciones a los problemas 1 y 2 son también relativamente ficiles. La
Figura 3, nos muestra, para el caso n = 8, una configuracion de 2n — 2 alfiles independientes y una con
n alfiles dominantes. Estas configuraciones nos indican que a(G%) > 2n—2 y v(G";) < n. Mostraremos
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ahora que estos dos numeros son 6ptimos. Notemos primero que el tablero de ajedrez tiene 2n — 1
diagonales en una misma direccién, dos de las cuales estdn formadas por una sola casilla (las de la
esquina). Podemos poner un alfil en a lo mds una de cada una de estas diagonales a excepcién de una
de las esquinas (ya que las dos esquinas estdn ambas en una misma diagonal). Esto indica que a lo més
se pueden poner 2n — 2 alfiles sin que se ataquen mutuamente, por lo que a(G") < 2n — 2. Por otro
lado, esta claro que con una columna llena de alfiles tenemos un conjunto dominante. Para n < 4, es
facil ver que este n es el 6ptimo. Sea entonces n > 5. Observemos que un alfil en las casillas centrales
del tablero cubre al menos n + 2 casillas mientras que en todos los otros lugares cubre menos casillas.
Por otro lado, si ya hay dos alfiles colocados sobre el tablero, un tercer alfil podria cubrir a lo mas n
casillas més. Esto implica que, si coloc:iramos n — 1 alfiles sobre el tablero, podriamos cubrir a lo maés
2(n+2)+ (n—3)n=n?—n+4 < n? Por lo tanto, n — 1 alfiles no bastan para dominar el tablero
entero, con lo cual v(G";) > n y hemos termlnado.
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Figura 3: Solucién para los problemas de los alfiles, n = 8

3.4 Caballos

El caso de los caballos es bastante més interesante. Mientras que el Problema 1 tiene una solucién
relativamente sencilla, el problema del conjunto dominante no ha sido resuelto hasta la fecha: sélo
se conocen soluciones 6ptimas para n < 20 y configuraciones de caballos dominantes para n < 30,
n = 40,45 y 50, de las cuales no se ha confirmado si son 6ptimas [6, 8].

Para el caso del conjunto independiente, podemos colocar todos los caballos sobre las casillas de un
mismo color, como se muestra en la Figura 4, con lo que tenemos que a(G%) > [n?/2]. Debido a que
el caballo solo ataca casillas de distinto color al de la casilla en la que estd situado, la grafica de los
caballos es bipartita (con los vértices de las casillas negras y los de las casillas blancas formando la
biparticién). Para probar que a(G%) = [n?/2], usaremos las siguientes dos afirmaciones, las cuales son
sencillas de probar. Sea G es una gréfica bipartita con biparticiéon V' = AUB tal que |A| > |B|. Entonces

L o(G) = |A], ¥
2. si G tiene un emparejamiento perfecto o semiperfecto, entonces a(G) = |A|.
Se puede demostrar que G tiene un emparejamiento perfecto o semiperfecto, con lo cual o(Gg) =

[n2/2]. Nétese que en la literatura en donde se cita este resultado ([3]) no se da una prueba explicita
de esta desigualdad.

Figura 4: Solucién para los problemas de los caballos, n = 8.
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3.5 Reinas

Los problemas concernientes a las reinas fueron muy populares entre los entusiastas del ajedrez y di-
versos matemdticos [1, 7] desde alrededor del afio 1850. El del conjunto independiente ha sido resuelto
enteramente. La solucién se da mediante diferentes configuraciones segin el resto de n médulo 3 [2]. En
la Figura 5, mostramos las soluciones para n = 8,9 y 10. Sin embargo, el Problema 2 sigue siendo tema
de investigacion actual ya que no se tienen hasta hoy en dia méas que las soluciones para ciertas n’s y
resultados parciales (ver [7]).
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Figura 5: Soluciones para el problema de las reinas independientes, n = 8,9, 10.
4 Variaciones y extensiones de los problemas

Los problemas aqui presentados pueden variarse y extenderse de distintas maneras. Proponemos aqui
varias de ellas, algunas de las cuales ya han sido en parte estudiadas. La pagina de internet [4] mantenida
por George Jelliss sugiere otros problemas similares.

1. Usar otros tipos de piezas, con otros movimientos, como por ejemplo piezas que salten p casillas
en horizontal y ¢ en diagonal, para diversas p y q.

2. Permitir que las piezas den dos o mads saltos, atacando todas las casillas que pueda llegar en uno
de esos saltos.

3. Buscar un conjunto dominante minimo de piezas tal que las mismas casillas ocupadas sean ata-
cadas por otras piezas (conjuntos total-dominantes).

4. Buscar un conjunto dominante minimo de piezas tal que ninguna ataque a la otra.
5. Proponer el problema con varios tipos de piezas.

6. Variar la topologia del tablero: en vez del plano, tomar un toro, una banda de Moebius, etc.
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La segunda capa convexa de todo dibujo rectilineo éptimo de K, es
un triangulo

J. Leanos™ M. Lomeli-Harof M. Ramirez-Ibafiez L. M. Rivera-Martinez$

Resumen

Un dibujo rectilineo de una grafica G es éptimo si tiene el menor niimero de cruces de sus aristas
entre todos los dibujos rectilineos de G. Mostraremos que si n > 8, entonces la segunda capa convexa
de todo dibujo rectilineo éptimo de K, es un triangulo.

Palabras Clave. Gréfica completa. Nimero de Cruce Rectilineo. Dibujo Optimo. Cierre Convexo.

En este trabajo analizaremos la estructura de los dibujos éptimos de la grafica completa con n vértices
K,.

Definicién 1 Una grafica G es un par ordenado (V, E), que consiste de un conjunto no vacio V de
vértices y un conjunto E C 'V x V de aristas.

La grafica completa de n vértices K, tiene una arista por cada par de elementos distintos v y v de
V. En la Figura 1 mostramos K4 y Kg.

Dado que una gréfica es un objeto abstracto, estudiaremos sus representaciones en el plano mediante
dibugos, o sea, un subconjunto de R? donde a cada elemento de V' le corresponde un elemento de R?, y
cada arista serd representada mediante un segmento de linea recta, imagen de una funcién continua del
intervalo (0,1) a R?.

Para evitar confusiones y ambigiiedades, trabajaremos tinicamente con dibujos en los que nunca habra
3 vértices o mas sobre una misma linea recta.

Figura 1: Dibujos de K4 y K.

1 El problema a estudiar

En la Figura 1 podemos observar que en ambos dibujos hay pares de aristas intersectandose, formando
cruces. Dichas intersecciones son el motivo central de este trabajo.

*Unidad Académica de Mateméticas, Universidad Auténoma de Zacatecas, jleanos@matematicas.reduaz.mx
fInstituto de Fisica y Matemadticas, Universidad Tecnolégica de la Mixteca, lomeli@mixteco.utm.mx
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Definicion 2 Dada una grafica G y un dibujo D de ella, el nimero de cruce del dibujo D es el niimero
pares de aristas intersectandose. Lo denotaremos como cr (D).

Estamos interesados en la forma de colocar los vértices de tal manera que K, tenga el menor niimero
de cruces posible. Tenemos la siguiente definicién:

Definicién 3 EI ntmero de cruce (de la grifica) K, es el entero minimo tomado sobre el niimero de
cruce de todos los dibujos de K,. Lo denotaremos como

or(Ky).

A un dibujo de K,, que alcance el valor ¢r(K,,) le llamaremos dibujo dptimo.

A

Figura 2: Dibujos 6ptimos de K7 y Ks.

Estd probado que en cualquier coleccién de 5 puntos en el plano (sin que haya 3 en una misma
linea recta), siempre habra 4 de ellos siendo los vértices de un cuadrildtero convexo. Este problema es
interesante como primer antecedente, pues nos dice que todo dibujo de K,, siempre tendra cruces para
n > 5. Es facil dibujar a K4 sin que haya intersecciones en sus aristas.

Definiciéon 4 Dado un conjunto P de puntos en el plano, el cierre convexo de P es el poligono convexo
de menor tamafio que contiene a todos los elementos de P. Lo denotaremos como Conv(P). SiC C P
el conjunto de los vértices de Conv(P), entonces la segunda capa convexa de P es el poligono

Conv(P\ C).

El problema de calcular el valor exacto de er(K,), iniciado por R. K. Guy [14], ha sido muy estudiado
por su belleza y por su complejidad [1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 15]. También se han estudiado las
propiedades estructurales de los dibujos éptimos. O. Aichholzer, D. Orden y P. Ramos [7] prueban que
el cierre convexo de todo dibujo 6ptimo de K, es un tridngulo. Posteriormente, J. Balogh, J. Leanos,
S. Pan, R. B. Richter y G. Salazar verifican que ésto sigue siento véalido para dibujos pseudolineales de
K, [10].

Respecto a la segunda capa convexa, probaremos lo siguiente.

Teorema 1 Sea P un conjunto de n > 8 puntos en el plano tal que el dibujo D de K,, con vértices en
P es optimo. Entonces la segunda capa convexa de D también es un triangulo.

En la Figura 2 mostramos dibujos éptimos de K7 y Kg. Obsérvese que la segunda capa convexa de
K7 es un cuadrilatero.
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Rumbo a transfiguraciones planas de graficas en una cuadricula*

Fidel Barrera Cruz!

Resumen

Presentamos un algoritmo que encuentra una transfiguracién entre dos dibujos de una misma
triangulacién planar, preservando planaridad rectilinea. El algoritmo produce una transfiguracién
que consiste de O(nz) pasos, donde cada paso es una transfiguracion rectilinea en la que cada uno de
los n vértices se mueve en trayectoria recta y a velocidad constante. Todos los dibujos intermedios,
salvo 8(n — 4) de ellos, yacen en una cuadricula de tamafio 6n x 6n.

Palabras Clave. Teoria de Gréficas. Geometria Computacional. Teorema de Schnyder.

1 Introduccién

Dada una grafica maximalmente planar, o triangulacion planar, en n vértices y dos dibujos rectilineos
de ella, I' y I, que tienen la misma cara exterior, es posible transfigurar I' a I’ mientras se preserva
planaridad rectilinea. Esto fue demostrado por Cairns en 1944 [6]. La prueba de Cairns es algoritmica
pero requiere una cantidad exponencial de pasos, donde cada paso es una transfiguracion rectilinea que
mueve cada vértice a lo largo de una linea recta y a velocidad constante. Floater y Gotsman [10]
propusieron un algoritmo de tiempo polinomial usando el algoritmo para dibujar graficas de Tutte [13]
pero la transfiguracién obtenida a partir de este método no resulta en trayectorias rectas asi que las
trayectorias de los vértices son més complicadas, y no hay garantia de que tan proximos pueden llegar
a estar los vértices y las aristas. Recientemente, Alamdari et al. [1] propusieron un algoritmo de tiempo
polinomial basado en el método de Cairns que usa O(n?) transfiguraciones rectilineas, esto ha sido
mejorado a O(n) por Angelini et al. [2]. La idea de estos métodos consiste en contraer (o casi contraer)
aristas. Con este método, perturbar vértices para prevenir que sus posiciones coincidan ya presenta
una dificultad, y perturbarlos para mantenerlos en una cuadricula de tamano polinomial no es facil.
Otro método reciente considerado por Barrera Cruz et al. [5] produce una transfiguraciéon que preserva
planaridad rectilinea y usa O(n?) transfiguraciones rectilineas donde cada dibujo intermedio yace en una
cuadricula de tamafnio 6n x 6n. Sin embargo, éste tltimo método sélo funciona para transfigurar entre
cualesquiera dos dibujos de Schnyder con pesos (vea la Seccién 2).

En esta nota describimos un algoritmo para encontrar una transfiguraciéon que preserva planaridad
rectilinea entre cualesquiera dos dibujos planos de una misma triangulacién planar y que consiste de
O(n?) pasos. De los O(n?) dibujos intermedios, todos salvo 8(n — 4), yacen en una rejilla de tamafio
6n x 6n. Hacemos uso del resultado presentado en [5] asi como una variante del método utilizado en [4,
Sec. 3] que consiste en convertir una pseudo-transfiguracién (vea la Seccién 2) a una transfiguracién sin
incrementar el nimero de pasos. Con estas dos herramientas, el problema se reduce a encontrar una
pseudo-transfiguracién de cada uno de los dibujos iniciales a dibujos de Schnyder con pesos.

La idea para encontrar cada una de estas pseudo-transfiguraciones consiste de dos fases. Durante la
primera fase se contraen sucesivamente aristas incidentes a algtin vértice interno de grado a lo mas 5
hasta obtener la gréfica completa K. La segunda fase consiste en deshacer la contracciones que llevamos
a cabo, pero en orden inverso, mientras se mantiene un dibujo de Schnyder con pesos.

Nuestra nota estd organizada como sigue. En la Seccién 2 introducimos las definiciones y notacién
necesarias. FEn la Seccién 3 se presenta una manera de encontrar una transfiguracion de un dibujo
arbitrario a un dibujo de Schnyder con pesos. Nuestro resultado principal se presenta en la Seccién 4.
Finalmente, en la Seccién 5 mencionamos algunos problemas abiertos.

*Financiado parcialmente por Conacyt
tUniversity of Waterloo, fbarrera@uwaterloo.ca
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2 Definiciones y notacién

Todas las graficas consideradas en esta nota son gréaficas simples, es decir, sin aristas multiples ni
lazos. En lo que resta de esta publicacién consideramos una triangulacién planar G. Todos los dibujos
considerados en esta nota, son dibujos rectilineos, es decir, una arista uv es representada en el dibujo
por el segmento de recta de u a v. Consideremos dos dibujos I' y IV de G. Una transfiguracién entre
I' y IV es una familia continua de dibujos {I'};c[0,1) tal que o = T' y I'1 = I". Decimos que una
transfiguracién es planar si I' es un dibujo plano de G para toda t € [0,1]. Una transfiguracién se dice
lineal si todo vértice se mueve de su posicién en I'® a su posicién en I'' a lo largo de un segmento de
recta y a velocidad constante. Note que vértices diferentes pudieran desplazarse a velocidades distintas.

Sean u y v vértices de G tal que u y v son adyacentes. Abusamos notacién y decimos que contraemos
u hacia v refiriéndonos a la contraccién de la arista uv y denotamos a la imagen de la arista uv en G /uv
por v. Al contraer u hacia v en un dibujo de G, obtenemos un dibujo de G /uwv al borrar u y al dibujar
las aristas faltantes entre los vecinos de u en Gy v. Una pseudo-transfiguracion se define como una
sucesion del siguiente tipo de pasos.

e una transfiguracion lineal
e la contraccién de un vértice u hacia otro vértice, seguida de una pseudo-transfiguracion entre los
dibujos reducidos y finalmente la “decontraccién” de wu.
2.1 Dibujos de Schnyder con pesos

Una arboleda de Schnyder de una triangulacién planar G con cara exterior aj, as, a3 es una asignacién
de direcciones y colores 1, 2 y 3 a las aristas internas de G tal que las siguientes dos condiciones se
cumplen (véase la Figura 1(a)):

e Cada vértice interior v tiene tres aristas salientes y éstas tienen colores 1, 2 y 3 en orden ciclico
de acuerdo a las manecillas del reloj. Todas las aristas entrantes a v en color ¢ aparecen entre las
dos aristas salientes en color i — 1 e i + 1 (indices tomados médulo 3).

e En cada vértice exterior a; todas las aristas internas son entrantes y de color 3.

ay
1
&
% R0
/ \\ ‘
3 VAR Ry (v)
az ag a3
\/

(a) (b)

Figura 1: (a) Condiciones de la definicién de arboleda de Schnyder.(b) Los caminos y regiones dadas
por una arboleda de Schnyder.

Teorema 1 (Schnyder [11]) Para toda triangulacién planar G y para toda cara f de G existe una
arboleda de Schnyder con f como cara exterior.

Una propiedad basica de las arboledas de Schnyder establece que a cada vértice interior v corresponde
una particién de las caras interiores de G en tres regiones disjuntas a pares Ri(v), Ra(v) y Rs(v), ver
Figura 1(b). A partir de las regiones pueden obtenerse dibujos planos como se enuncia a continuacién.
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Teorema 2 (Schnyder [11]) Sea G una triangulacién planar con n vértices equipada con una arboleda
de Schnyder S. Consideremos el mapeo f : V(G) — R3 dado por f(a;) = (2n — 5)e;, donde e; denota
el i-ésimo vector de la base estdndar de R®, y para cada vértice interior v, f(v) = (v1,v2,v3), donde v;
denota el nimero de caras contenidas en R;(v). Entonces f define un dibujo plano de G.

Dhandapani [7] observé que el resultado anterior se generaliza a caras con pesos positivos. Una
distribucion de pesos w es una funcién que asigna pesos positivos a cada cara interior tal que la suma
de los pesos es 2n — 5. Para cualquier distribucién de pesos, la i-ésima coordenada v; del vértice v esta
definida como

vi= 3 w(p). (1)

fER;(v)

El Teorema 2 aun se cumple con las coordenadas definidas en (1). El dibujo resultante es llamado el
dibujo de Schnyder con pesos obtenido a partir de w y S.

3 Transfiguracion hacia un dibujo de Schnyder

En esta seccidén consideramos el problema de transfigurar entre dibujo plano I' de G y algin dibujo de
Schnyder con pesos IV de G. El siguiente lema serd utilizado en la demostracién del resultado principal.

Lema 3 Existe una transfiguracién plana M entre I' y T” que consiste de 8(n — 4) pasos.

La demostracion del Lema 3 consiste de dos partes. En la Seccién 3.1 se aborda la primera parte. Ahf
describimos como encontrar una pseudo-transfiguracion M de T a T”. Para la segunda parte se aplica
una variante del método presentado en [4, Sec. 3]. Este método convierte M a una transfiguracién
plana sin incrementar el niimero de pasos, obteniendo asf la transfiguracién deseada entre I y I".

3.1 Pseudo-transfiguracion hacia un dibujo de Schnyder

En esta seccién delineamos la demostracion del siguiente lema (constiltese [3, Cap. 5] para detalles).

Lema 4 Existe una pseudo-transfiguracion que consiste de 8(n — 4) pasos entre I' y T

La demostracion del Lema 4 es algoritmica y consiste de dos fases. La primera fase del algoritmo
consiste en llevar a cabo una sucesiéon de contracciones de vértices de grado a lo més 5 hasta obtener la
grafica Ky. Se puede demostrar que todo vértice de grado a lo més 5 se puede contraer hacia alguno de
sus vecinos, obteniendo asi una triangulacién planar con un vértice menos y que el dibujo que resulta
de la contraccion es plano.

La segunda fase requiere de mas cuidado. Aqui bosquejamos las ideas centrales. Es sencillo demostrar
que todo dibujo de K, es un dibujo de Schnyder con pesos. Ahora, nuestro objetivo es deshacer cada
una de las contracciones mientras se mantiene un dibujo de Schnyder con pesos de las correspondientes
graficas. Digamos que deseamos deshacer una contraccién de u hacia x en el dibujo I',, , para obtener
el dibujo I'*. Para este fin, habrd que considerar los pesos de las caras dentro del poligono P en I'y, , y
asignar variables a los pesos de las caras incidentes a u en I'*. Se puede demostrar que pesos apropiados
para las caras incidentes a u en I'* pueden ser obtenidos mediante la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales (después de posiblemente haber modificado localmente la arboleda de Schnyder en I, ;). En
conjunto, las dos fases prueban la existencia de la pseudo-transfiguracién deseada.

4 Resultado principal

Teorema 5 Sea G una triangulacién planar. SiT y IV son dos dibujos planos de G entonces existe una
transfiguracién planar M entre I' y I que consiste de O(n?) transfiguraciones rectilineas sucesivas. Mds
aun todos los dibujos intermedios, salvo 8(n — 4) de ellos yacen en una cuadricula de tamano 6n X 6n.
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Demostracién. Del Lema 3 se sigue que existen transfiguraciones planares My y My de ' a 'y y de T
a I'y respectivamente, donde T'; es un dibujo de Schnyder con pesos, i € {1,2}. Se sigue del resultado
en [5] que existe una transfiguracién M’ entre T'y y T's, donde T'; denota el dibujo obtenido de la misma
arboleda de Schnyder asociada a I'; pero con distribucién de pesos uniforme. La transfiguracién planar
deseada resulta de concatenar My, M’ y M5, donde M4 denota M, en orden inverso. O

5 Conclusién

Se presenté un primer paso hacia la solucién del problema de transfiguraciones para triangulaciones en
una cuadricula de tamafo polinomial. Esperamos que el Lema 3 pueda ser reemplazado por un algoritmo
que transfigure mientras se tenga control del tamano de la cuadricula para los dibujos intermedios. Otro
aspecto relacionado con problemas de transfiguracion, es considerar la generalizacion de arboledas de
Schnyder a gréficas 3-conexas, propuesta por Felsner [8, 9], para producir transfiguraciones planas que
preservan convexidad. Hasta ahora solamente se sabe la existencia de éstas [12].
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Una introduccion al analisis topologico de datos

Natalia Garcia-Colin **

Resumen

Uno de las nuevas técnicas desarrolladas para el dnalisis de grandes cimulos de informacién
(Big Data) es el Andlisis Topolégico de Datos. Este se ha desarrollado con el propésito de inferir
informacién de un sistema de datos a partir de muestras representadas como un espacio topoldgico
combinatorio. En esta comunicacién se presenta una introduccién a algunas de las técnicas del
analisis topoldgico de datos.

1. Introduccién

La cantidad de datos recaudada por instituciones publicas y privadas ha explotado en los ultimos 15
anos gracias a la creciente cobertura de las redes de internet y la disminucién del costo de almacenamiento
de informacién [8]. En el ano 2000 se almacenaron a nivel mundial 800 mil petabytes (PB) de datos y
esta cantidad aumenta constantemente. En la actualidad, por ejemplo, Twitter genera siete terabytes (7
TB) de datos diariamente, Facebook 10 TB. Se calcula que la cantidad de datos almacenada anualmente
alcance 35 zettabytes (ZB=un billon de terabytes) para el ano 2020 [5].

Se denomina Big Data a un conjunto de informacién tan grande, complejo y, en la mayoria de casos,
sin estructura, que resulta imposible estudiarlo con las herramientas usuales de manejo de base de datos.
El estudio del manejo del Big Data incluye retos como la optimizacién de la captura, almacenamiento,
btusqueda, trasferencia, andlisis, visualizacién, etc.

Actualmente en muchisimas ramas de la ciencia y la industria se tiene acceso a bases de datos gigan-
tescas con informacién cruda de la cual se pueden extraer patrones, relaciones y en un siguiente paso,
teorias.

Uno de las nuevas técnicas desarrolladas es el Andlisis Topolégico de Datos (TDA, por sus siglas
en inglés), éste se ha practicado con éxito en los ultimos 15 afios para estudiar como se puede inferir
informacion de un sistema de datos a partir de muestras representadas como un espacio topoldgico combi-
natorio. En el TDA se construyen complejos simpliciales asociados a los datos y se infieren caracteristicas
cualitativas del conjunto a partir de la homologia de dicho complejo [4].

El propésito de esta comunicacion es presentar una introduccién a algunas de las técnicas y resultados
del analisis topolégico de datos.

2. Preliminares

Usualmente, los datos recabados se pueden representar como nubes de puntos en R?, donde la di-
mension es el ndmero de parametros que se estd estudiando. Un modelo popular que ha surgido para
representar dicho conjunto es el de las graficas geométricas aleatorias y complejos geométricos aleatorios.
3]

Una grafica geométrica aleatoria G(n,r) se construye escogiendo n puntos de manera independiente
y distribuidos identicamente (i.i.d), de acuerdo con una medida de probabilidad en RY. Estos puntos
corresponderan a los vértices de una gréafica. Dos vértices x y y se conectan por una arista si y sélo si la
distancia entre = y y satisface d(z,y) < r. Normalmente se estd interesado en las propiedades asintdticas
de estas graficas cuando n — oo; es por esto que se piensa a la distancia  como una funcién de n.

*Trabajo realizado con apoyo de los proyectos CONACyT y PAPIIT IN
*"INFOTEC Centro de Investigacién e Innovacién en Tecnologias de la Informacién y Comunicacion,
natalia.garcia@infotec.com.mx
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Algunas de las formas naturales de extender el concepto de una grafica geométrica a un complejo
simplicial son el complejo de Cech y el complejo de Vietoris-Rips.

Definicién 1 [Complejo de Cech] Sea X = {x1,...x,} una coleccién de puntos en R?, y sea r > 0. EI
complejo de Cech de X, C(X,r), es aquel que tiene como vértices a los puntos de X y cuyos k-simplejos
{2i, ... 2, } son aquellos tales que NE_o Bz (z;,) # 0.

Definicién 2 [Complejo de Vietoris-Rips] Sea X = {x1,...x,} una coleccién de puntos en R?, y sea
r > 0. El complejo de Vietoris-Rips de X, R(X,r), es aquel que tiene como vértices a los puntos de X
y cuyos k-simplejos {x;, ... x4, } son aquellos tales que ||z;; — ;|| < r para toda pareja 1 < j, 1 < k.

A continuacién, se usaran C(n,r) y R(n,r) para denotar a los complejos de Cech y de Vietoris-
Rips, respectivamente, generados aleatoriamente por conjuntos de puntos distribuidos independiente e
idénticamente (i.i.d) en R¢, con funcién de densidad f, medible y acotada.

Un problema de particular interés dentro del contexto del TDA es estudiar la homologia de los
complejos de Cech y Vietoris-Rips.

Recuérdese que dado un espacio topolégico T', su i-homologia, denotada H;(T) es un espacio vectorial,
que dim Hy(T) indica el ntimero de componentes conexas del espacio, que cuando ¢ > 1, H;(T) da
informacién sobre los hoyos de tamafo i y que se le llama dim H;(T') = ;(T) al i—ésimo nimero de
Betti.

Notese que la conectividad de un complejo simplicial depende tinicamente de su 1-esqueleto, es decir
de su grafica subyacente. En el caso de los complejos de Cech y Vietoris-Rips dicha gréafica es, en ambos
casos, precisamente la grafica geométrica aleatoria de sus vértices generadores.

3. Graficas geométricas aleatorias

La conectividad de las graficas aleatorias se ha estudiado ampliamente [9]. Aqu{ presentamos algunos
resultados que conciernen precisamente a la conectividad de dichas graficas, es decir, resultados sobre
la 0-homologia de los complejos de Cech y Vietoris-Rips.

Teorema 1 Si nr? — 0 entonces E[By(n,7)] =~ n

Teorema 2 Sinr? — X\ € (0,00) entonces E[fy(n,r)] ~ Cn para una constante C(\) < 1.

—c

log n+c e

o )a. Entonces P(G(n,r) sea coneza ) — e~

Teorema 3 Sea ¢ € R un niimero fijo, y sear = (
cuando n — o0.

Teorema 4 Para d = 2 existe C > 0, tal2 que si A < nr2 < Blogn, entonces asintoticamente casi
seguramente (a. a. s.) fo(n,r) < T%e_c’”" , donde las constantes A y B solamente dependen de la
funcion densidad f.

4. Complejos graficos aleatorios

Los nimeros de Betti de los complejos geométricos aleatorios fueron estudiados en sus inicios por
Robins [10] y después por [1, 2, 6, 7]. A diferencia de la conectividad en graficas, que corresponde a
la homologia cero, en general H;(C(n,r)), con ¢ > 1 no es mondtona en respecto a r. A continuacién
presentamos algunos resultados recientes en este respecto.

Teorema 5 Sea nr® — 0,1 > 1y d > 2. Entonces E[B;(n,r)] ~ nit2p(+1d,

Teorema 6 Sead>2 y1<i<d-—1 fijo. Supéngase que nr¢ — 0.

w sinrd < n'illl, entonces a.a.s. H;(C(n,r)) =0y
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= si nrd > nTT, entonces a.a.s. H;(C(n,r)) #0.

Teorema 7 Sea d > 2 y 1 < i fijo. Supéngase que nr® — 0.
w sinr? < nﬁ, entonces a.a.s. Hi(R(n,r)) =0y
= si nrd > n?7 | entonces a.a.s. H;(R(n,r)) #0.

El estudio de los ntimeros de Betti es mucho mds complicado cuando nr?¢ — X € (0, 00).

Teorema 8 Sead >2y0<i<d—1 fijoynr?— X (0,00). Entonces E[3;(n,r)] ~ n.

En el caso cuando nr? — oo el orden de magnitud correcto de los ntimeros de Betti no es conocido,

pero existen cotas. En particular se tienen los siguientes resultados:

Teorema 9 Sea R(n,r) complejo de Vietoris-Rips aleatorio generado por una distribucién uniforme en
un convexo de volumen unitario en R%. Entonces, E[3;(n,r)] = O(ne_cdmd (nr?)?), para una constante

independiente de i, cq > 0.

Corolario 10 Sea C' > i una constante. Si nr? > C'logn entonces a.a.s Hy,(R(n,r)) = 0.

Teorema 11 Sea d > 2 fijo, y supongase que se tiene una distribucion subyacente uniforme sobre un

convexo. Entonces existen A, B tales que:

= sinr? < ——, entonces a.a.s. H;(R(n,r)) =0,

n2i+1

» si —4— < nr? < Alogn, entonces a.a.s. H;(R(n,r)) # 0,

n2i+1

» ysinr? > Blogn, entonces a.a.s. H;(R(n,r)) =0,

En el caso del complejo de Cech aleatorio no se conoce una cota superior para los nimeros de Betti,
pero si se conoce el orden de magnitud para el desvanecimiento de la homologia:

Teorema 12 Sea d > 2 y 1 < i < d — 1 fijo, y supdngase que se tiene una distribucién subyacente

uniforme sobre un convexo. Entonces existen A, B tales que:

» sinr? < —L—, entonces a.a.s. H;(C(n,r)) =0,
n i+l

» si —— < nr? < Alogn, entonces a.a.s. H;(C(n,r)) # 0,
niFl

= y si nr? > Blogn, entonces a.a.s. H;(C(n,7)) =0,

5. Observaciones finales y conclusiones

Existen generalizaciones de los teoremas anteriores a casos donde los puntos se encuentran sobre

variedades o superficies de Riemman.
Adicionalmente también dentro del TDA hay otras técnicas que se estudian, como la homologia

persistente, aplicaciones de la teoria de Morse, etc.
Entre las direcciones poco exploradas e interesantes se encuentra la teoria extremal para hipergraficas
aplicada al andlisis de datos, ademés de los aspectos algoritmicos derivados de la teoria existente.
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Conexidad promedio*

Diego Gonzalez-Moreno! Mucuy-kak Guevarat Mika Olsen®

Resumen

La conexidad promedio, kK(G), de una grafica conexa G es la suma del méximo ntmero de uv-
trayectorias internamente disjuntas, sobre todas las parejas de vértices u y v, entre el nimero de
parejas de vértices, es decir, el promedio del nimero maximo de las uv-trayectorias. En este trabajo
mostraremos cotas superiores e inferiores de la conexidad promedio en términos del orden, tamano,
cuello y conexidad. También se dan cotas de la conexidad promedio de las graficas bipartitas y
de las graficas permutacién, mientras que se da el valor de la conexidad promedio de las gréficas
composicién y de los k-arboles.

Palabras Clave. Conexidad. Conexidad Promedio. Teorema de Menger.

1 Introduccion

Consideremos una gréfica conexa G = (V, E). Un conjunto de vértices, S C V(G), es llamado conjunto
de corte si al removerlo la grafica resultante, G — S, es disconexa. Decimos que una grafica conexa es
t-coneza, si cada conjunto de corte tiene cardinalidad al menos t. La conexidad, k(G), de una grafica
conexa G es definida como el méximo nimero ¢ tal que G es t-conexa. El famoso teorema de Menger [6]
caracteriza la conexidad de una grafica en términos de el minimo ntiimero de trayectorias internamente
disjuntas que pueden encontrarse entre cualquier pareja de vértices:

Teorema 1 (Menger) Una gréfica es k-conexa si y sélo si contiene k trayectorias internamente dis-
juntas entre cualesquiera dos vértices.

Si para dos vértices u,v de G definimos a kg (u,v) como el nimero méximo de trayectorias de u a v
internamente disjuntas a pares, entonces en vista del Teorema de Menger podemos definir a la conexidad
de una grifica como k(G) = min{xg(u,v) : u,v € V(G)}. Basados en el teorema de Menger, Beineke,
Ollerman y Pippert definieron en [1] un nuevo pardmetro para medir la conexidad global de una grafica,
el cual da una idea mas precisa de la conexién de la grafica.

La conezidad promedio, ®(G), de una gréfica finita conexa G estd definida como el promedio, sobre
todas las parejas de vértices u y v, del maximo ntiimero de uv-trayectorias internamente ajenas, esto es,

Zu,vGV(G) HG(’U/7 ’U)
n
(3)
La conexidad promedio, %(G), de una grafica G es una medida del nimero esperado de vértices que
deben atacarse para desconectar a G.
Es claro que R(G) > £(G) para toda grafica G, més aun £(G) = 1 si y sélo si G es un drbol. Algunas
cotas para la conexidad promedio han sido dadas:

R(G) =

Teorema 2 ([1]) Sea G una gréfica de orden n y tamaiio m. Entonces

_ 2m  r(n—r)
R(G) < n n(n—1)

*Proyecto Conacyt

TUniversidad Auténoma Metropolitana Cuajimalpa, dgonzalez@correo.cua.uam.mx
fFacultad de Ciencias, UNAM, mucuy-kak.guevara@ciencias.unam.mx
8Universidad Auténoma Metropolitana Cuajimalpa, olsen@correo.cua.uam.mx
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donde r = 2m — n|2m/n]. Ademds, la igualdad se cumple si y sélo si para cada pareja de vértices u y
v de G,

a) |d(u) —d()| <1y
b) F(u,v) = min{d(u),d(v)}.

Teorema 3 ([3]) Sea G una gréfica de orden n y grado promedio d. Entonces

82

<R(G) < d.
n_l_fz(G)_d

2 Algunas cotas para la conexidad promedio

Se obtuvieron cotas superiores de la conexidad promedio en términos del orden, tamano y cuello con la
condicién de que la conexidad en vértices de G fuera al menos 2.

Teorema 4 Sea G una grafica de orden n, tamano m y cuello g. Si k(G) > 2, entonces

RG22, _m (1—"_2).

g— 2 n(n271) g — 2

Corolario 5 Sea G una grafica r-regular de orden n y cuello g. Si k(G) > 2, entonces

2(n—2) T n—2

R(G) < (1

g—2 n—1 _g—2)'

Corolario 6 Sea G una grafica, la cual no es completa, de orden n y cuello g. Si k(G) > 2, entonces

n—2
g-—2’

R(G) <1+

Se obtuvieron también cotas inferiores de la conexidad promedio a partir de su conexidad y un conjunto
de corte minimal.

Teorema 7 Sea G una gréfica conexa con k(G) = k. Si S C V es un conjunto de corte minimal y
Hy,Hs,...,H, son las componentes conexas de G — S, con |V (H;)| = h;, i = 1,2,...,r, entonces

o B8y hi + k0 (5) T RISIVIG) \ S|+ k()

- (5)

R(Q)

b

donde h = max{k,r}.

Corolario 8 Sea G una gréfica de orden n con k(G) = . Entonces

2k(n — 2+ k(n — K))

R(G) 2 n(n —1)

Si G es un arbol, la igualdad en el teorema 7 se cumple, asi que la cota es justa. Denotamos por kg
la cota inferior obtenida en el teorema 7.

Proposicién 9 Sea G una gridfica conexa con m aristas, K(G) = k y v € V(QG) tal que N(v) es un
conjunto de corte minimal de G y G — N[v] es conexa, con d(v) = t.

1. Sik=1ym<iy/nn®>—n+t2—1t);y

2.sik>2ym< gy/Kk(n—1),
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entonces 5
d
n—1

< Kg.

De manera similar a como se demostré el teorema 7 se buscé un teorema que diera una cota superior
para la conexidad promedio:

Teorema 10 Sea G una gréfica conexa con k(G) = k. Si S C V es un conjunto de corte minimal y
Hy, H,,...,H, son las componentes conexas de G — S, con |V (H;)| = h;, i = 1,2,...,r, entonces

_ 8y oy S0 () (s = L4 8+ ()= 1) + S (ki) s — 1 49

B (5)

3 Conexidad promedio en algunas familias de graficas

®(G)

Se estudiaron resultados de la conexidad promedio de las graficas bipartitas, composicién de gréaficas ,
graficas permutacion y k-arboles.

3.1 Graficas bipartitas

Para las graficas bipartitas se dio una cota superior, la cual se alcanza cuando es bipartita completa.

Teorema 11 Sea GG una gréfica bipartita con particion (A, B). Entonces

b(3) + a(}) +a
CUN

donde |A| = a, |B| = b cona < b. Més aiin, la cota es justa si y sélo si G es la gréfica bipartita completa.

R(G) <

3.2 Composicién de graficas

Definicién 1 Dadas dos gréficas G y H, la composicién [5] de las graficas G y H es la gréfica G[H|
con conjunto de vértices V(G) x V(H) y (u,v)(u,v") es una arista en G[H| si uu' € E(G), ou=1u"y
v’ € E(H).

Se logré establecer la conexidad promedio en la composicién de graficas.

Teorema 12 Sea G una grafica con n vértices y m aristas y sea H una grafica con p vértices, entonces

K(G[H]) = nK(H) +mp*(p — 1) + p’K(G).

3.3 Graficas permutacion

Definicién 2 Dados una grdfica G y una permutacién m de V(G), la grafica permutaciéon G™ es la
gréafica que contiene dos copias disjuntas de G y anadimos un apareamiento cuyas arista unen a cada
vértice v de la primera copia de G con el vértice w(v) en la segunda copia de G.

Piazza dio las siguientes cotas para la conexidad en vértices de las graficas permutacion:

Teorema 13 [7] Sean G una grafica y m una permutacion de V(G), entonces
min{2x(G), 6(G) + 1} < k(G™) < §(G) + 1.
Con la ayuda del teorema de Piazza se dan cotas para la conexidad promedio de una grafica per-

mutacion.
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Teorema 14 Sea G una gréfica de orden n y 7 una permutacién de V(G). Entonces

min { (n —1)?&(G) + (n — 1)? + 2an(n — 1)

d+1y <R(G™) <d+1
-l A1} <RGN ST+

con a = min{2x(G), §(G) + 1}.

3.4 k-arboles

Un k-4rbol es una generalizacién del concepto de drboles y estd definido recursivamente como sigue [2]:

Definicién 3 1. La grafica completa K}, es un k-arbol.

2. SiG es un k-arbol y H es una subgrafica completa de G con k vértices, entonces la grafica obtenida
de aadir un nuevo vértice adyacente a todos los vértices de H es también un k-arbol.

También fue posible establecer la conexidad promedio de los k-arboles.

Teorema 15 Sea T un k-arbol con n vértices, entonces

klk(n — k) + (n — 1)
n(n —1) '

K(T) =
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Turan proporcional y cotas para el nimero cromatico*

Leonardo Ignacio Martinez Sandoval Luis Montejano Peimbert *

Resumen

El teorema de Turdan da condiciones para encontrar subgraficas completas grandes de un tamaifio
fijo en una gréfica a partir de pedir que la gréfica tenga muchas aristas. En este trabajo buscamos
familias de graficas en las que haya un resultado similar, pero que nos permita encontrar graficas
completas mds grandes. La motivacién de esta pregunta es un resultado geométrico de Katchalski
y Liu que garantiza la existencia de un teorema de Helly proporcional.

Se tienen resultados en dos direcciones. Por un lado, se caracteriza aquellas familias en las que
existe una constante 8 tal que una proporcién de « aristas garantiza una subgrafica completa que
usa a3 de los vértices. Por otro lado, se da un criterio para garantizar que en una familia de gréaficas
una proporcién de aristas garantice que el nimero de clan se vaya a infinito conforme el niimero
de vértices se va a infinito. Estos resultados estdn fuertemente relacionados con acotar el ntimero
cromético y por lo tanto probamos una cota superior que usa el nimero de clan y una proporcién
arbitrariamente pequena de los vértices.

Palabras Clave. Teoria de grificas extremal. Coloraciones. Clanes. Teorema de Turan

1 Introduccién

Este trabajo forma parte de una investigacién de doctorado en teoria de graficas. El trabajo consiste en
relacionar dos temas clasicos: la coloracién de gréaficas y la bisqueda de subgréficas completas grandes.
Esta relacién se da naturalmente al estudiar la siguiente pregunta: ;qué se necesita pedirle a una grafica
para tener una subgrafica completa proporcionalmente grande? Como més adelante veremos, la pregunta
estd motivada por un contexto geométrico.

Al estudiar esta pregunta se encuentran relaciones con varios temas de teoria de graficas. En esta
comunicacion haremos un breve repaso de estos temas e indicaremos cémo se conectan con la pregunta
original. También enunciaremos resultados precisos con respecto a:

e Cotas del nimero cromético de una grafica en términos de su nimero de vértices y su niimero de
clan.

e Caracterizaciones de familias de graficas en los que una proporcién de aristas garantiza un clan
proporcionalmente grande.

e Caracterizacién de familias de graficas en los que una proporcién de aristas garantiza que el clan
se va infinito conforme la cantidad de vértices se va a infinito.

En la Secciéon 2 daremos un breve repaso de teoria de graficas y de clanes. Plantearemos con mas
precisién la pregunta de estudio. En la Seccién 3 recordaremos qué es una coloraciéon de una gréfica y
hablaremos de algunas cotas superiores e inferiores. En la Seccién 4 se dan los resultados del trabajo.

*Trabajo realizado con el apoyo de la beca doctoral Conacyt 277462 y del proyecto Conacyt 166306
TInstituto de Matemdticas - UNAM, I3M - Université Montpellier leomtz@im.unam.mx
Instituto de Matemaéticas - UNAM, luismontej@gmail.com
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2 Griaficas, clanes y clanes proporcionales

Recordemos que una grdfica G consiste de un conjunto V(G) de vértices y de un conjunto E(G) de
parejas de vértices a las que llamamos aristas. En este trabajo estudiaremos unicamente graficas con
una cantidad finita de vértices. Ademads, las graficas seran simples, es decir, entre cada par de vértices
hay a lo més una arista y no hay aristas de un vértice a si mismo. Diremos que dos vértices v y v son
adyacentes si {u, v} es una arista.

A un subconjunto de vértices de una grafica en el cual no haya dos de ellos que sean adyacentes
le llamaremos un conjunto independiente. El numero de independencia de G se define como el mayor
tamano que tiene un conjunto independiente de G y lo denotamos como a(G). De manera similar, un
clan es un subconjunto de vértices en el cual cualesquiera dos de ellos son adyacentes. El tamano de un
clan con la mayor cantidad de elementos se denota con w(G) y se le conoce como el nimero de clan de
la grafica.

Intuitivamente, una grafica con una cantidad fija de vértices y muchas aristas debe tener un nimero
de clan grande. El teorema de Turdn [5] es un resultado en teoria de gréficas extremal que hace més
precisa esta observacion.

Teorema 1 Sea G una grafica con n vértices y r un entero positivo. Si G tiene mas de
1 2
1— v
r—1 2

. Yo .7 2 .-’ .
Notemos que asintéticamente la expresion (1 S ) - - es una proporcién de las aristas. De esta

aristas, entonces w(G) > r.

r—1 2
manera, lo que el teorema de Turan nos garantiza es que una proporcién de las aristas asegura la
existencia de una grafica completa grande de un tamano fijo. ;Serd posible mejorar este resultado para
que el tamano de la grafica completa sea mayor? Por ejemplo, jserd posible que una proporcién grande
de aristas nos garantice que una proporciéon grande de vértices forma una subgréafica completa? La
respuesta en general es no.

Proposicién 2 Existen gréficas que tienen el 99.99% de la mdxima cantidad posible de aristas, pero
que no tienen subgraficas completas que usen el 0.001% de los vértices.

Sin embargo, hay algunas familias de gréaficas en las cuales si se tiene un teorema de Turan mas
fuerte. Consideremos un ejemplo que viene de un contexto geométrico. Una grdfica de interseccion de
intervalos se construye como sigue. Tomamos como vértices una cantidad finita de intervalos acotados
en R. Si tenemos dos vértices, pondremos una arista si los intervalos correspondientes se intersectan.
A la familia de todas las gréficas de intersecciones de intervalos la denotaremos por G;. Un resultado
clésico de convexidad de Katchalski y Liu [3] se puede enunciar en los siguientes términos:

Teorema 3 Sea G € Gy una gréfica de interseccion de intervalos con n vértices y « € [0, 1] un nimero
real. Si G tiene mas de
n
a .
2

Esto es una versién més fuerte del teorema Turdn para la familia Gy, pues por ejemplo con la mitad

de las aristas el teorema de Turdn nos da unicamente la existencia de un tridngulo, pero el teorema

de Katchalski y Liu nos da una completa con 7 vértices. En particular esta expresién se va infinito

cuando n se va a infinito. Ademds, o y § varfan tinicamente en un factor constante. A partir de estas
observaciones surgen las siguientes dos preguntas que hacen més precisa la tarea de encontrar un mejor

teorema de Turdn.

aristas, entonces w(G) > § - n.
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e ;Qué hay que pedirle a una familia de graficas para que exista 8 € (0,1) de modo que una
proporcién « € (0,1) de aristas garantice que w(G) > afin?

e ;Qué hay que pedirle a una familia de gréaficas para que una proporcién « de aristas garantice que
w(G) — oo conforme |V(G)| — oo?

Tenemos resultados que responden estas preguntas. Las respuestas estdn intimamente relacionadas
con las graficas bipartitas de la familia y con los nimeros de coloracién de la familia. Por esta razdn,
antes de enunciar los resultados recordaremos algunos resultados de teoria cromética de graficas.

3 Coloraciones y cotas del nimero cromatico

Sea G una gréfica. Para un entero positivo ¢ denotamos [¢] = {1,2,...,¢}. Una c¢—coloracién de una
grafica G es una funcién f : G — [c] tal que para cualquier par de vértices adyacentes v, y vo tenemos
que f(v1) # f(v2). Intuitivamente esto corresponde a colorear los vértices con a lo més ¢ colores de
manera propia, es decir, de modo que vértices adyacentes sean de diferente color. El numero cromdtico
X(G) de una gréfica es la minima cantidad de colores que necesitamos para hacer esta tarea, es decir,
la minima ¢ para la cual existe una c—coloracién. A cada conjunto de la forma f~1(i) se le llama clase
cromdtica. Una grafica es bipartita si admite una 2—coloracién.

En una coloracién propia todos los vértices de un clan deben recibir colores distintos y por lo tanto
X(G@) > w(G). Una pregunta clasica en la teorfa de graficas cromdtica es determinar si es posible acotar
superiormente x(G) por una funcién de w(G). La respuesta es negativa. Hay pruebas probabilisticas
(Erdés, [1]) y constructivas (Micielski, [4]) que muestran que incluso una grifica sin tridngulos puede
tener numero cromadtico arbitrariamente grande. En consecuencia, las familias de gréficas para las
cuales existe una funcién f tal que x(G) < f(w(G)) resultan ser interesantes y han sido estudiadas con
anterioridad. Una excelente referencia al respecto es el trabajo de Gyérfés [2].

Por otro lado, si es posible acotar x(G) superiormente con una funcién que dependa de |V (G)| y de
w(G). Una cota trivial es x(G) < |V(G)|. Una mejor cota es la siguiente

Proposicion 4 Sea G una grafica. Entonces:

X(G) < 5 IV(G)| + 5 -w(G).

1
2

Este es un ejercicio clasico. Notemos que baja el coeficiente de |V (G)|. En la cota trivial este coeficiente
es 1. En este resultado el coeficiente es % Una pregunta que se desprende de esta observacion es ;qué
tanto tenemos que utilizar |V (G)|? Més precisamente, jqué tanto podemos bajar el coeficiente? Como
veremos en la siguiente seccién, este coeficiente puede acercarse a cero tanto como queramos y aun asi
completar la cota con una funcién de x(G).

Otra pregunta interesante es saber si se pueden obtener mejores cotas si trabajamos dentro de una
familia de gréaficas particular. Los resultados de la siguiente seccion muestran que este problema y el
problema enunciado en la seccion anterior estan fuertemente relacionados.

4 Resultados

Con respecto a acotar el nimero cromatico tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5 Sea € > 0 un nimero real. Entonces existe una funcion f. tal que para cualquier grafica
G se tiene

X(G) < e [V(G)| + fe(w(@)).

Con respecto a encontrar mejores versiones del teorema de Turdn en familias tenemos dos resultados
principales. El primero es una caraterizacién de cudndo una proporcion de aristas garantiza una grafica
completa de un multiplo constante de esa proporcién.
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Teorema 6 Sea & una familia de graficas cerrada bajo graficas inducidas. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

e Fxisten reales ¢ y d tales que

— para toda G € & se tiene x(G) < cw(G) y
— para toda B € &, B bipartita, se tiene |E(G)| < d|V(G)|.

e & tiene teorema de Turan proporcional lineal, es decir
— Existe 8 tal que para G € & si |[E(G)| > a|V(G)|, entonces w(G) > afpn.
e Existe una constante C tal que

— Si G es una gréfica en n vértices con w(G) < k, entonces |E(G)| < Cnk.

El segundo resultado es un criterio para que el nimero de clan se vaya a infinito conforme el niimero
de vértices se va a infinito.

Teorema 7 Sea & una familia de graficas cerrada bajo graficas inducidas en la que existe una constante
C' tal que para cualquier gréfica bipartita B de la familia se tiene |E(B)| < C|V(B)|. Entonces para
cualquier o« > 0, una proporcion de « aristas en las grdficas de & garantiza que w(G) se va a Infinito
conforme |V (G)| se va a infinito.

Para probar estos resultados se pasa por algunos otros resulados intermedios. Actualmente estd en
preparacion un articulo en el cual se demuestran estos teoremas. Aun queda més trabajo por hacer para
seguir entendiendo la relacion entre cotas para el nimero cromatico y versiones mas fuertes del teorema
de Turan. Especificamente estamos trabajando en

o Clasificar las familias de graficas con Turdn proporcional.

e Completar el criterio del Teorema 7 a una caraterizacion.
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Coloraciones completas de graficas planas

Sara Murillo Garcia " M. Gabriela Araujo-Pardo ™ Christian Rubio-Montiel ***
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Resumen

En este trabajo abordamos una clase especial de coloraciones denominadas coloraciones com-
pletas. Mds especificamente, trabajamos con el nimero acromatico y pesudoacromético en gréaficas
planas.

Palabras Clave. Numero pseudoacromatico. Numero acromatico. Coloraciones completas.

1. Introduccidén

En la primera seccién definiremos coloracién completa, nimero acromatico y pesudoacromaético y
cuando fueron introducidos. En la segunda seccién hablaremos del grosor de una grafica. En la dltima
introduciremos la pregunta que motivé a desarrollar este trabajo. Se utilizé un resultado referente al
grosor de una gréafica para resolver un problema de coloraciones completas para graficas planas.

2. Nudmero acromatico y pseudoacromatico

Dada una gréfica G, una coloracién de los vértices {1, ..., ¢} se dice que es completa, si cualquier par de
colores (i, ) estdn representados en una arista. El nidmero pseudoacromdtico es el mdximo ¢ para el cual
G admite una coloracién completa; y se denota como ¥(G). El niimero acromético es el maximo ¢ para el
cual G admite una coloracién completa y propia; y se denota como «(G). El niimero pseudoacromatico
fue introducido por Gupta en 1969 [8] y el nimero acromético por Harary, Hedetniemi y Prins en 1967
[9].

Recordemos que el nimero cromdtico de una grafica G, x(G), es el minimo nimero de colores que se
necesitan para colorear los vértices de una grafica de tal manera que dos vértices adyacentes no reciban
el mismo color. Se puede observar que toda coloracién propia de G que alcance el nimero acromaético
es completa, ya que si no lo fuera, podriamos recolorear dos clases crométicas que no tengan una arista
en comun con el mismo color y disminuir el nimero cromatico, lo cual serfa una contradiccion.

Observado esto no es dificil probar la siguiente desigualdad:
X(G) < a(G) < 9(G).

Dada una grafica G, se tienen las siguientes cotas superiores para el nimero pseudoacrématico:

*Instituto de Matematicas, UNAM. jani.murillo@ciencias.unam.mx
**Instituto de Mateméaticas, UNAM. garaujo@math.unam.mx
***Instituto de Mateméaticas, UNAM. tchristian@math.unam.mx
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9=

< 1+ /14 8e
2

3. Grosor

Dada un grafica G, el grosor de la grafica es el minimo niimero de subgréaficas planas de G tal que su
unién es G y se denota como t(G). El problema del grosor se remonta a 1961 cuando Harary conjeturé lo
siguiente:

Conjectura 1 “Dada una grifica G de orden 9, se tiene que G no es plana o G no es plana.”

La conjetura se traduce en determinar si Kg es la unién de 2 graficas planas, y fue resuelta por Battle
et al. [4] y Tutte [5], que determinaron que t(Ky) = 3 (y por ello la conjetura de Harary es cierta). A
raiz de este problema, Tutte en 1963 generaliz6 el problema al definir el concepto de grosor [6]. Uno de
los problemas que estuvo abierto durante varios afios fue el de determinar ¢(kK,). Fue hasta 1976 que
Alekseev y Gonoakov [3] lograron demostrar que:

Teorema 1 (Alekseev, Gonoakov) t(Ky) = (N + 7)/6 parap # 9,10 pues t(Kgy) = t(K19) = 3.

4. Coloraciones completas en graficas planas

Recordemos que la caracteristica de Euler para la esfera, y por consiguiente para el plano, de cualquier
encaje 2-celular de una gréfica es n —e+ f = 2 (donde n es el nimero de vértices, e el ndmero de aristas
y f el nimero de caras). De ahi se tiene que si G es una grafica plana, entonces e = 3n — 6. Asi que el
nimero pseudoacromatico para graficas planas queda acotado superiormente por:

< 1+ +/1+8(3n—06)
— 2 )
< LM

- 2

La pregunta que nos ocupa en este articulo es la siguiente: dados ¢ colores, jcudl es la grafica plana
de menor orden tal que ¥(G) = ¢? Por ejemplo, si ¢ = 3, es claro que la gréifica plana més pequenia que
tiene nimero pseudoacromatico 3 es K3. En general, las gréficas planas que nos sirven son aquellas que
maximizan el numero de tridngulos. Lo que se expone a continuacién es la construccion de una familia
infinita de gréficas que alcanza la cota superior. Esta construccion se basa esencialmente en la dada
originalmente por Beineke y Harary en [7], para determinar el grosor de una gréafica completa.

La base de esta construccion es una matriz a de k x k descrita de la siguiente manera. La primera fila
son los nimeros 1,2, ..., k; la segunda fila se obtiene de sumarle a la primera +1 (mod k). La tercera
fila se obtiene de sumarle -1 (mod k) a la primera, la cuarta +2; la quinta -2, etc. La ltima fila viene
de sumarle a la primera k/2 si k es par, y (k—1)/2 si k es impar. De manera més formal, la matriz a
tienen como entradas:

ai; =7+ (-1)° [%], (mod k), (4,7 =1,..., k)
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A partir de la matriz a, construiremos la matriz a’ que consiste simplemente en primar las entradas
de la matriz a siguiendo la siguiente regla: a;; se prima si y sélo si a;; > j
Por ejemplo, si k = 3, las matrices a y a’ correspondientes serian

1 2 3 1 2 3
a=12 3 1 ad=12 3 1
3 1 2 3 1 2

Las matrices a y a’ tienen las siguientes propiedades que son relativamente ficiles de probar:

Lema 2 Sean a y o’ las matrices definidas anteriormente:
1. En cada renglén y en cada columna de a, los elementos 1, ..., k aparecen sélo una vez.

2. En d/, el elemento | = a;;, (j # 1), estd primado si y sélo si el elemento j en la columna ! no lo
esta.

3. Dos elementos distintos r y s, son adyacentes en precisamente dos columnas de a. Ma&s aun, en
una de las columnas de a’ , r y s comparten una prima, mientras que en la otra columna tanto r
y s tienen prima o no.

Utilizando la matriz a’ construiremos una gréfica plana que tiene N = 6k% + 3k + 1 vértices y que
tiene nimero pseudoacromaéatico 6k + 1. Primero vamos a construir k graficas planas G1, Go, ..., Gk.
Cada una de estas graficas tendra 6k vértices que denotaremos como wu;, u}, v;, v;, w;, w;. Para construir
G, utilizaremos la columna r de la matriz a’. Primero vamos a construir 6 cadenas Ci y, Cry, Cr oy,
Crus Cry y Cra, y cada cadena tendrd k vértices. Los vértices de la cadena C,,, estardn denotados
con el sfmbolo u y tendrédn como subindice los elementos de la columna r de la matriz a’ en ese orden
(respetando las primas). Las cadenas C,.,, y C;,, se obtienen de C,,, cambiando el simbolo u por v y
por w respectivamente. Las cadenas C,. s, Cyr ¥ Cyq se obtienen poniendo (con el mismo orden) los
mismos vértices de Cy ,,, Cr o v Cyr . respectivamente, pero intercambiando las primas.

Por ejemplo, para k = 3, utilizando la matriz ¢’ de 3 x 3 mencionada anteriormente tenemos que:

!’ ! 7

Cru = U17U2,U3} Cruw = Ul,u2,u3}
’ 7 7

Cl,'u - 1}1,’02,’03} Cl,v’: ”Ul,’Ug,’Ug}
’ ! !

Cl,w = w17w27w3} Cl,’w’: w17w27w3}

Consideremos ahora la figura 1. Colocamos cada cadena en el tridngulo que lleva su etiqueta con la
siguiente regla. La cadena C} , se coloca en el tridngulo que le corresponde de tal manera que empiece
con el vértice u, y cada vértice de la cadena se hace adyacente a los vértices v;, y w;,. De manera similar
se colocan las deméds cadenas. En la figura 1 se muestra la construccién de G1, con base en la matriz o’
de 3 x 3.

Utilizando el lema 2, se puede demostrar lo siguiente:

Lema 3 La unién de todas las gréficas G, es una grafica que tiene 6k vertices u;, uj, v;, v}, w;, w, y
que tiene todas las adyacencias excepto por (u;, u}), (vi, v}) y (w;, w;).

Ahora a cada grifica G, se le hace la siguiente modificacién. Se le insertan los vértices u.., v y w,.

(lo cual le suma 3 vértices a cada componente G,.), junto con las aristas (u,, u..), (vr, v.) v (wp, wl.).
Por 1ltimo, para conectar todas las componentes G, se coloca un vértice x y se hace adyacente a todos
los vértices w;, uj, v, v}, w;, w, que se encuentran en la parte exterior de cada G,. Ver figura 2. Lo
que acabamos de construir es una grafica plana con k(6k + 3) + 1 vértices (pues cada una de las k
componentes tiene 6k + 3 vértices, mds el vértice ) y que ademds tiene todas las adyacencias entre los
vértices u;, ul, v, v, w;, w;. Si consideramos a wu;, ul, v;, v, w;, wi, con i = 1,..,k, como las clases
cromaticas, tenemos 6k + 1 colores. Ademds notemos que ninguna clase cromaética es adyacente consigo

misma, por lo que o(G) = 6k + 1.
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Figura 1: En la izquierda tenemos un diagrama que indica cémo acomodar las cadenas. En la derecha tenemos
el ejemplo de G; para la matriz de 3 x 3.

Figura 2: La grifica plana, construida con base en la matriz de 3 x 3 con n = 6(3%) + 3(3) + 1 = 64 vértices,
tiene nimero acromdtico y pseudoacromdtico ¥(G) = a(G) = 6(3) + 1 =19.

Resumiendo lo anterior, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4 Para toda n = 6k* + 3k + 1, k > 1 existe una gréfica plana G, tal que ¥(G) = 6k + 1 y
mds atn, alcanza la cota superior para el niimero pseudoacromatico, es decir, (G) = 6k + 1
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Graficas mixtas de Moore

Gabriela Araujo-Pardo* Camino Balbuenaf Mirka Miller* Maria Zdimalova, §

Resumen

Una grafica G es una (z, r, k)-grafica mixta regular si desde cada vértice salen z flechas (y entran
z flechas), r aristas y tiene diametro k. Claramente existe una cota superior para el orden de G,
conocida como la cota de Moore. Decimos que G es una grafica mixta de Moore si alcanza la cota
de Moore, densa si su orden estd cerca de la cota de Moore y éptima si no existe una gréfica mixta
con los mismos parametros y orden mayor.

En nuestro trabajo construimos familias de (ﬂ, q, 2)-gréficas mixtas densas de orden 2¢*. Como

2
‘ ‘ . 9¢%—4q+43
la cota de Moore para graficas con estos parametros es igual a %

mixtas es (52)% — 1.
En particular construimos la (1,3, 2)-gréifica mixta de orden 18, llamada la Gréfica de Bosdk y
la (2,5, 7)-grafica mixta de orden 50, que resulta ser 6ptima.

, el defecto de estas gréficas

Palabras Clave. Gréfica de Moore Mixta, Planos Proyectivos.

1 Introduccion

Sea G una gréfica con conjunto de vértices V(G), de aristas E(G) y de flechas A(G). Como siempre, la
distancia de un vértice u a un vértice v es la longitud de la trayectoria minima entre los dos; como en
este caso la grafica tiene aristas y flechas, si un camino entre dos vérices involucra flechas, éstas tienen
que aparecer todas en la misma direcciéon. El didmetro de G es la mayor distancia entre todas las parejas
distintas de vértices de G.

Una grafica mizta regular es una grafica simple y finita G, donde de cada vértice v de G salen z flechas
(y entran también z flechas) e inciden r aristas; z es el grado dirigido y r el grado no dirigidoy d =r+ 2
es el grado de v (donde 7, z y d son independientes de la eleccién de v). Si ademds G tiene didmetro
igual a k, decimos que G es una (z,r, k)-grafica mixta regular.

Las graficas de Moore (no dirigidas, admiten solamente aristas) con grado méximo d y didmetro k
con el maximo niimero de vértices My, = 1+d+d(d—1)+---+d(d—1)¥~! (cota de Moore) han sido
ampliamente estudiadas. Se sabe que no existen graficas de Moore de grado d > 3 y didmetro k > 3;
para k =1y d > 1 las graficas completas K411 son las tnicas graficas de Moore y para k >3y d =2
las tinicas son los ciclos Cort1. Finalmente para k = 2, ademds de Cs (d = 2), las graficas de Moore
existen solo para d = 3 (Gréfica de Petersen), d = 7 (Gréfica de Hoffman-Singleton ), y posiblemente
para d = 57.

En el caso de gréficas de Moore dirigidas (que admiten solamente flechas) y tienen exgrado méximo
d y diathetro k, la cota de Moore es igual a My, =1+d+ d? +---+d* (cota de Moore dirigida). En
1980 Bridges y Toueg probaron que estas digraficas no existen para d > 1 y k > 1. Las unicas graficas
de Moore dirigidas son los ciclos de longitud k£ + 1 denotados por Zy1, y las graficas completas con
d + 1 vértices.

En ambos casos la investigacién ha sido dirigida a encontrar gréficas (o digréficas) de grado méximo
fijo, didmero fijo y orden méaximo. A este problema se le conoce como el Problema (A,d) (con o sin
direccién) y hay mucho trabajo al respecto (ver por ejemplo [3] y [4]).

*Instituto de Matematicas, UNAM, garaujo@matem.unam.mx
TDepartament de Matematica Aplicada III, Universitat Politecnica de Catalunya, m.camino.balbuena@upc.edu
£School of Mathematical and Physical Sciences, University of Newcastle, Australia, Mirka.Miller@newcastle.edu.au
8Department of Mathematics and Descriptive Geometry, Slovak University of Technology in Bratislava,
zdimalova@math.sk
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Las graficas de Moore mixtas fueron introducidas por Bosédk in [1]. Claramente las grificas de Moore
dirigidas y no dirigidas son casos especiales de las Graficas de Moore mixtas. Una grafica mixta se llama
propia si contiene al menos una arista y una flecha.

Si M, , denota la cota superior para el orden de una (z,r, k)-grafica de Moore mixta. Una gréfica
mixta que alcanza esta cota se llama una (z,r, k)-gréfica mixta de Moore de didmetro k. Notemos que
Mk = Mg para 2 =0y M, = My, parar =0 (d=z+r).

La siguiente conjetura la formul6 Bosdk en 1979 y la probaron Nguyen, Miller y Gimbert en 2007 (ver

[2])-

Conjetura 1 [I]. Sean d y k dos enteros, d > 1,k > 3. Una gréfica finita G es una gréfica mixta de
Moore de grado d y didmetro k si y solosid =1y G es Zy1 (el ciclo dirigido de orden k +1) o d = 2
v G esCry.

Debido al resultado anterior el problema consiste en encontrar graficas mixtas de Moore de didmetro
k = 2 cuyo orden es:

M,,o=14r+z+r(r—1+2)+2(r+2)=r+2)7>+2z+1. (1)

También en [1], Bosdk da conditiones de divisibilidad para la existence de gréficas mixtas de Moore
de didmetro 2 relacionadas con la distribucién de los arcos y las flechas. El demuestra que si G tiene z
flechas y r aristas entonces deben satisfacerse las siguientes condiciones aritméticas:

Ademas de los casos triviales r =0y z = 1 (el ciclo dirigido Z3) y r =2y z = 0 (el ciclo C5), para
que exista la (z,r,2)-gréfica mixta de Moore debe existir un entero positivo impar ¢ tal que:

c|(4z—3)(4z+5)yr:i(cz—h‘i). )

En el mismo articulo dié una construccion para algunas graficas mixtas de Moore, excepto la Grafica
de Bosdk de orden n = 18, la cual es isomorfa a la Gréfica de Kautz K,(d,2) en la cual todos los 2-ciclos
se consideran como aristas.

En 2007, Nguyen, Miller y Gimbert (ver [2]) prueban que todas las graficas mixtas de Moore de
didmetro 2 que se conocian hasta ese momento son tnicas. Sin embargo eso no es cierto en general. En
2013, Jorgensen encontré dos graficas mixtas de Moore no isomorfas de diametro 2, exgrado 7, grado 3
y orden 108.

En la tabla 1 aparecen los valores que se conocen (y no se conocen) para n < 200 cuando z y r tienen
los parametros requeridos por el andlisis de Bosék.

2  Nuestro trabajo

En este trabajo utilizamos los planos proyectivos para dar una contruccién de graficas mixtas de didmetro
2, grado dirigido (¢ — 1)/2 — 2t y grado no dirigido ¢ + 2t y orden 2¢?; cuando ¢ es impar y es una
potencia de primo y ¢ € {0, ...%} sig=1 (mod 4), ot € {0, ...%} si ¢ = 3 (mod 4).

En particular, cuando t = % y ¢ =1 (mod 4) es impar y una potencia de primo, estas graficas no
dirigidas fueron construidas por McKay, Miller y Sirdn en 1998, y son las més grandes que se conocen
hasta este momento (ver [3]); ademds son vérice transitivas.

. . ., . —1
Para graficas mixtas, cuando ¢ = 0, nuestra construccién nos da una familia de (%

2
27
densas de didmetro 2. Como la cota de Moore para estos parametros es igual a 9‘14&, el defecto de
q—2 1

estas gréficas es igual a (45=)? — 7.

, q)-graficas mixtas
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’ n d \ Z \ r \ existencia \ unicidad ‘
3 1 110 Zs3 SI
5 2 0|2 Cs SI
6 2 1|1 Ka(2,2) SI
10 3 0|3 Gréfica de Petersen SI
12 | 3| 2 |1 Ka(3,2) SI
18 4 113 Grafica de Bosdk SI
20 | 4 | 3|1 Ka(4,2) SI
30 514 |1 Ka(5,2) SI
40 6 313 desconocida desconocido
42 | 6 | 5 |1 Ka(6,2) SI
50 | 7 | 0 | 7| Grafica de Hoffman-Singleton SI
54 7 4 |3 desconocida desconocido
56 716 |1 Ka(7,2) SI
72 |8 | 7|1 Ka(8,2) SI
84 9 2 |7 desconocida desconocido
88 9 6 |3 desconocida desconocido
90 | 9 | 8 |1 Ka(9,2) SI
108 10| 7 |3 Gréfica de Jorgensen NO
110 | 10| 9 | 1 Ka(10,2) SI
132 |11 |10 |1 Ka(11,2) SI
150 [ 12 | 5 | 7 desconocida desconocido
156 | 12 | 11 | 1 Ka(12,2) SI
180 | 13 | 10 | 3 desconocida desconocido
182 | 13 |12 | 1 Ka(13,2) SI

Tabla 1: Valores posibles para los pardmetros de gréaficas mixtas de Moore de orden menor a 200.
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En particular construimos para ¢ = 3 la (1, 3; 2)-gréfica mixta de Moore de orden 18 llamada la Gréfica
de Bosdk y la (2, 5; 2)-gréfica mixta de orden 50 que es 6ptima (En la figura 1 se muestra parte de esta
grafica, las flechas estan completas sin embargo faltan "muchas” aristas; explicaremos las incidencias
detalladamente en la presentacién). Para el resto de los valores nuestra construccién nos da buenas
cotas superiores.

4,0),

4,0);

3,1, @,1),
4,4),

0,3), 0,2); (1,3) (1,2); 2,3); 2,2); B.3) 3,2); 4.3); (4,2)

Figura 1: La (2,5, 2)-grafica mixta 6ptima
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Explorando el concepto de perfeccion en 3-hipergraficas

Natalia Garcia-Colin* Amanda Montejano! Deborah Oliveros *

Resumen

Una manera natural de extender el concepto de perfeccion de graficas a hipergraficas es la siguien-
te: dada H una m-hipergrafica uniforme, decimos que H es perfecta si para toda m-subhipergrafica

H' de H se satisface que x(H') = [“:r(:[;)—‘, donde x(H') y w(H') son el niimero cromético y el
ntimero de clan de H’ respectivamente.

Una gréafica (2-hipergréfica uniforme) de comparabilidad es una gréfica que se pueden orientar
transitivamente. Es bien sabido que la familia de graficas de comparabilidad es una familia de
graficas perfectas. En este trabajo estudiamos la familia de las 3-hipergraficas de comparabilidad
en relacién con el concepto de perfeccién arriba descrito. En particular, presentamos tres subfamilias
de 3-hipergraficas de comparabilidad, exhibiendo tres comportamientos distintos en la relacién entre
el nimero cromatico y el nimero de clan de tales hipergréficas.

Palabras Clave. Transitividad en 3-hipergraficas. Perfecciéon en 3-hipergraficas. Permutaciones
Ciclicas.

1 Introducciéon

Estudiaremos hipergraficas uniformes, es decir, hipergraficas cuyas aristas tienen todas el mismo nimero
de vértices. Asi, una m-hipergrdfica uniforme H (que llamaremos por simplicidad m-grdfica) es una
pareja H = (V(H), E(H)) donde V(H) es el conjunto de vértices y E(H) Q(fo)) es el conjunto de
aristas. Dada una m-grifica H, el ndmero cromdtico de H, denotado por x(H), se define como el
minimo k tal que V(H) se puede partir en k partes, llamadas clases cromdticas, de tal manera que
ninguna arista esté contenida en una clase cromatica. El ndmero de clan de H, denotado por w(H), es
la cardinalidad maxima de un subconjunto de V(H) que induce una m-gréfica completa.

_n
m—1

[““ﬂ < x(H). (1)

m—1

Denotemos por K] a la m-gréfica completa con n vértices. Dado que x(K*) = [ —‘, entonces

cualquier m-grafica H satisface:

En particular, toda 2-gréfica (gréfica simple) G satisface w(G) < x(G). En 1961, Claude Berge [1]
introduce el concepto de perfeccién al definir una grafica G como perfecta, si tanto ella como todas sus
subgréficas inducidas, G’ C G, satisfacen w(G’') = x(G’) (para més informacién sobre graficas perfectas,
consultar [9]).

La nocién de perfeccién para hipergraficas se ha estudiado en pocas ocasiones (ver [5, 6]) y cierta-
mente la definicién para hipergrafica perfecta permanece, hasta donde sabemos, sin ser consensuada.
Naturalmente, en el contexto de m-hipergraficas uniformes, resulta tentador definir una m-grafica H
como perfecta, si tanto ella como todas sus m-subgréaficas inducidas, H' C H, satisfacen la igualdad en
(1).

Con el objeto de explorar el concepto de perfeccién arriba descrito, en este trabajo nos centraremos
en estudiar una familia particular de 3-graficas, llamadas 3-graficas de comparabilidad. Las 3-grdficas
de comparabilidad, en analogia con las graficas de comprarabilidad, son aquellas que se pueden orientar
transitivamente (ver definiciones precisas en la siguiente seccién). En el contexto de graficas simples,

*Instituto de Matematicas, UNAM, natalia.garciacolin@im.unam.mx
TUMDI Facultad de Ciencias, UNAM, amandamontejano@ciencias.unam.mx
Instituto de Matematicas, UNAM, dolivero@matem.unam.mx
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Figura 1: Una 3-gréfica orientada, no transitiva, cuya 3-grafica subyacente es de comparabilidad pues se puede
orientar transitivamente.

las gréficas de comparabilidad son una importante familia de graficas perfectas [9]. En este articulo
presentamos tres subfamilias de 3-graficas de comparabilidad, exhibiendo tres comportamientos distintos
con respecto a la desigualdad en (1).
En primer lugar veremos una subfamilia de 3-graficas de comparabilidad para las cuales la diferencia
w(H)

X(H)— [T—‘ es arbitrariamente grande. En segundo lugar, exhibiremos una interesante subclase de 3-

graficas de comparabilidad, llamadas 3-gréficas de permutacién ciclica (andlogas a las conocidas gréficas
de permutacién), para las cuales el nimero cromético estd acotado por una funcién lineal del ntimero
de clan. Finalmente mostraremos otra subclase de 3-grificas de comparabilidad (asociada a la familias
de intervalos cerrados en una circunferencia) para las cuales la igualdad en (1) siempre se satisface, es
decir, su niimero cromatico es tan pequeno como puede ser en funcién de su nimero de clan.

2 Las 3-graficas de comparabilidad

En [3] los autores introducen los conceptos de 3-grafica orientada, 3-gréfica orientada transitiva, y definen
la clase de 3-gréaficas de comparabilidad. Estas 3-graficas constituyen una interesante familia que, en
principio, parece una buena candidata para ser un ejemplo de 3-graficas perfectas.

Sea X un conjunto de orden n. Un orden lineal de X es una biyeccién ¢ : {1,2,...,n} — X. Un orden
ciclico de X es una clase de equivalencia del conjunto de 6rdenes lineales con respecto a la relacion de
equivalencia ciclica definida por: ¢ ~ 1, si y sélo si existe k& < n, tal que ¢(:) = (i + k) para todo
i €{1,2,...,n} donde i + k se toma médulo n. Denotaremos cada orden ciclico, [¢], con la notacién de
permutaciones ciclicas, (#(1) ¢(2) ... ¢(n)). Por ejemplo, para una terna {u,v,w} existen exactamente
dos dérdenes ciclicos: (uv w)y (uwwv), donde (uvw) =(vwu)=(wuv)y(vwov)=(Vuw)=(wvu).

Definiciéon 1 Una 3-grafica orientada es una 3-grafica H en la cual se le ha asignado a cada arista
exactamente uno de los dos posibles érdenes ciclicos. Dada una orientacion de H, al conjunto de
ordenes ciclicos de las aristas de H, lo denotamos por O(H).

Por ejemplo, sea H con V(H) = {a1,a2,as3,a4,a5} y E(H) = {{a1,a2,a3},{a1,as,a4},{a1,as,as5}}.
Una posible orientaciéon de H es O(H) = {(a1 aza3), (a1 asa3), (a1 agas)}. En la figura 1 se muestra
una ilustracién de dicha 3-grafica orientada.

Definicién 2 Una 3-grdfica orientada H se dice transitiva si siempre que (uvz) y (zvw) € O(H),
entonces (uvw) € O(H) (lo cual implica también (uvw z) € O(H)).

Definicién 3 Una 3-grdfica (no orientada) se dice 3-grifica de comparabilidad si admite una orientacion
transitiva.
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La 3-grafica orientada definida en el pérrafo anterior (figura 1) no es transitiva. Sin embargo, la 3-
grafica subyacente de ésta, es una 3-grafica de comparabilidad ya que se puede orientar transitivamente,
por ejemplo con O'(H) = {(a1 ag az2), (a1 ag aq), (a1 as as)}. En contraste, una 3-gréfica con 4 vértices y
3 aristas, no es de comparabilidad.

Una 3-grafica orientada cuya 3-grafica subyacente es una 3-grafica completa, se llama un 3-torneo.
Asi como en el caso de gréficas orientadas, en el caso de 3-gréficas orientadas existe (salvo isomorfismos)
un tnico 3-torneo transitivo con n vértices, que denotaremos por TT5:.

A continuacién definiremos dos subclases sobresalientes dentro de la clase de 3-graficas de compara-
bilidad.

2.1 Las 3-graficas de permutacion ciclica

Una permutacion ciclica es un érden ciclico del conjunto {1, 2, ...,n}. Es decir, una clase de equivalencia
[¢] del conjunto de biyecciones ¢ : {1,2,....n} — {1,2,...,n} con respecto a la relacién de equivalencia
ciclica descrita al inicio de esta seccién. Sea [¢] una permutacién ciclica. Tres elementos 4,5,k €
{1,2,...,n}, con i < j < k, estdn en el orden de las manecillas del reloj con respecto a [¢], si existe
¥ € [¢], tal que »~1(i) < ¥~1(j) < ¥ ~1(k). En otro caso, decimos que los elementos i, 7, k estdn en
contra de las manecillas del reloj con respecto a [¢].

Definicién 4 Dada una permutacién ciclica [¢], la 3-grafica orientada H{4) asociada a la permutacién
ciclica [¢] es la 3-grafica con V(Hy)) = {1,2,...,n} donde las aristas son ternas de la forma{i, j,k} con
i < j < k que estdn en el orden de las manecillas del reloj con respecto a [¢], y con la orientacién
inducida por [¢@].

Por ejemplo, consideremos la permutacién ciclica identidad, (12 ... n), y su permutacién ciclica re-
versa (n ... 21). Entonces, las 3-grificas asociadas son, respectivamente, el 3-torneo transitivo de n
vérices, TT2, y la 3-grafica nula con n vértices.

No es dificil ver que una 3-grafica orientada H[4 asociada a una permutacién ciclica es transitiva, y
por lo tanto su 3-grafica subyacente es una 3-grafica de comparabilidad.

2.2 Las 3-graficas de intervalos en una circunferencia

Una gréfica simple G es una grdfica de intervalos si G es la grafica de intersecciéon de un conjunto
de intervalos cerrados en la recta real. Tanto la familia de graficas de intervalo, como la familia de
complementos de graficas de intervalo, son familias bien estudiadas de gréficas perfectas [9)].

En analogia con estos conceptos, estudiaremos aqui la clase de 3-graficas asociadas a un conjunto
finito de intervalos cerrados en una circunferencia S?.

Definicién 5 La 3-grafica Hr asociada a una familia finita de intervalos cerrados en una circunferencia
F, es la 3-gréfica con V(Hz) = F cuyas aristas son las ternas de vértices con la propiedad de que sus
intervalos correspondientes son disjuntos por parejas.

Por ejemplo, si F es una familia de n intervalos cerrados disjuntos en S*, entonces Hr es la 3-grafica
completa K3.

No es dificil ver que toda 3-grafica asociada a una familia finita de intervalos cerrados en una circun-
ferencia, es una 3-grafica de comparabilidad.

3 Resultados

Como mencionamos anteriormente, en este trabajo exhibimos tres comportamientos distintos, dentro
de la familia de 3-gréficas de comparabilidad, con respecto a la relacién entre el niimero cromaético y el
numero de clan de estas hipergraficas.

Teorema 1 Para cualesquiera enteros positivos w y k tales que { < k, existe una 3-gréfica de
comparabilidad con nimero de clan w y niimero cromatico al menos
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La prueba de este teorema es constructiva. La contruccion de las 3-graficas de comparabilidad que
satisfacen tener niimero de clan fijo y niimero cromatico arbitrariamente grande se puede consultar en

[7].

Teorema 2 Sea H es una 3-gréfica de permutacién ciclica. Entonces x(H) < w(H) — 1. M4s atin, esta
cota es justa.

]

Teorema 3 Si H una 3-gréficas de intervalos en una circunferencia, entonces x(H) = [

Las pruebas de estos tres teoremas se pueden consultar en la versién larga de este articulo [4].
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Resultados extremales en graficas de interseccion de cajas en R,

A. Martinez-Pérez* L. Montejano f D. Oliveros,*

Resumen

En este trabajo daremos una versién fraccional del Teorema de Helly para familias de cajas en
R4 (paralelogramos con lados paralelos a los ejes coordenados). Para esto, utilisaremos ademéds de
geometria, herramientas de teoria de gréficas extremales, obteniendo asi la familia de cajas con el
mayor numero de parejas que se intersectan sin que existan d 4+ 1 cajas con un punto en comun.

1 Introduccion

El teorema clésico de Helly [2] dice que si cada d+1-elementos de una familia finita de conjuntos convexos
en RY tiene interseccién no vacfa, entonces toda la familia tiene interseccién no vacia. Este nimero d+ 1
es usualmente llamado el namero de Helly, y es en general lo mas pequeno posible. Sin embargo, existen
algunas familias especiales de conjuntos convexos donde este nimero puede ser reducido, por ejemplo,
si cada dos elementos de una familia de cajas (paralelogramos con lados paralelos a los ejes) en R? se
intersectan, entonces toda la familia se intersecta cf. [3].

El Teorema de Helly tiene multiples generalizaciones y aplicaciones y es probablemente uno de los
teoremas mds conocidos y citados en geometria discreta. En 1979 Katchalski y Liu [6] probaron una
generalizacion que dice lo siguiente: Suponga que no todas las subfamilias de tamano d + 1 tienen un
punto en comun pero si cierto porcentaje de las d+ 1-adas de la familia, entonces existe cierto porcentaje
de los elementos de la familia que tienen un punto en comun. M&s precisamente:

Teorema 1 (Katchalski and Liu [6]) Suponga que a € (0,1] es un nimero real y que F es una familia
de conjuntos convexos en R?. Si al menos a(dil) de las (d + 1)-tupletas de F se intersectan, entonces
F contiene una subfamilia intersectante de cardinalidad I

Més tarde, esta cota fue mejorada por Kalai [5] de z55n a (1 — (1 - )@+ )Yy esta cota resulta
ser lo mejor posible.

El siguiente ejemplo, muestra que un teorema completamente andlogo al anterior para el caso de la
familia de cajas no es cierto.

Ejemplo

Seann > d+ 1y m,k > 0 enteros tales que n = md+ky 0 <k <d-—1. Seani,...,ng enteros
positivos con n =ny +---+nqgyn; = [5] paral <i <k, n; = |5] con k+1<i<d. Paral<i<d,
considere n; — 1 hiperplanos ortogonales en la i-esima coordenada. Estos hiperplanos cortan R? en n;
bandas disjuntas dos a dos Bzfj,j =1,...,n;. Considere una caja grande C' con lados paralelos a los ejes
y que intersecte a cada una de estas bandas. De esta manera obtenemos una familia F; que consiste en
cajas de la forma B;; = C'N Bj;. Asi definimos F como la unién de todas las F;.

Para el caso d = 2, la siguiente figura muestra una familia de cajas con la propiedad que la mitad de
las parejas tienen un punto en comtun pero no hay un punto en comun en 3 de ellas. En general, observe
que esta familia F de n cajas tiene la propiedad de que cada dos elementos de F se intersectan si estan
en diferentes F;. Sin embargo, no hay ningin punto en la interseccion de d + 1-elementos de F.

*Universidad de Castilla-La Mancha. alvaro.martinezperezQuclm.esaorreo
TInstituto de Matem4ticas, UNAM1uis@natem.unam.mx
Instituto de Matematicas, UNAMdolivero@matem.unam.mx
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Figura 1: Cada dos cajas se intercectan pero no hay tres que tengan un punto en comun.

Observe que esta familia F de n cajas tiene la propiedad de que cada dos elementos de F se intersectan
si estan en diferentes JF; sin embargo, no hay ningin punto en la interseccién de d + 1-elementos de F.

La idea central de este trabajo, es ver el comportamiento fraccional de la familia de cajas con la
intencién de probar un teorema similar al Teorema 1. Utilizamos herramientas de teoria de gréficas
extremales.

2 Graficas de Turan

En 1941 Paul Turén se propuso encontrar el nimero méximo de aristas de entre todas aquellas gréficas
con n vértices que no contengan subgraficas completas de tamano m + 1 con n > m > 1. Resulta ser
que la gréfica que tiene justo este nimero de aristas es la gréfica m-partita completa con n vértices en
donde cada particion tiene mas o menos los mismos elementos. Esta gréfica se llama la grafica de Turan

y se denota por T (n,m). Si denotamos por t(n,m) el nimero de aristas de esta grafica, se sabe que
t(n,m) < (1-— %)%2, v que la igualdad se da si m divide a n.

Para el caso m = 2, t(n,2) = 1 + L"TZJ es el maximo numero de aristas que una grafica puede tener
n

sin que contenga ningtn tridngulo y la grafica de Turan 7 (n,2) es la grafica bipartita completa con %
vértices en cada particion.
Mas aun, la siguiente ecuacion se satisface:
t(n,m 1
lim (n, ):1——. (1)

n— o0 % m

Recomendamos ver el libro de Diestel [4] que contiene todos los detalles de este famoso teorema.

Regresando a la geometria consideremos un familia finita de cajas F la grafica de interseccién Gr de
esta familia, es la grafica que tiene como conjunto de vértices los elementos de F' y dos vértices tienen
una arista en comun si las correspondientes cajas tienen interseccién no vacia. Este tipo de graficas han
sido estudiadas en varios contextos. Las graficas de interseccién de intervalos, por ejemplo, es un caso
especial de estas en R! donde las cajas son intervalos y se sabe entre otras cosas, que son perfectas.

Si de entre todas las familias F de n cajas en Rd7 con n > k > d encontramos a la familia extremal
en el sentido de que contiene el maximo nimero de parejas intersectantes en F y de tal manera que
ningdn punto esté en la interseccién de d + 1 elementos de la familia, podemos denotar por T'(n, k,d) a
la gréfica de interseccién correspondiente y por t(n, k,d) a su nimero de aristas.

El siguiente resultado determina exactamente el “nimero de Turdn” de estas graficas de interseccion.
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Teorema 2 Para todon >k >d>1,
tin,k,d) =tn—k+d,d) +t(n,k—d+1,1).

Donde t(n,m) denota el niimero de aristas de la gréfica de Turdn T (n,m).

yt(n,k,1) = (k—n— (5).

De hecho, no es dificil convencerse que en el caso d = 1 la grafica extremal es la grafica con n vértices
que se obtiene de tomar el complemento de la grafica completa con n — k + 1 vértices, y la familia de
intervalos que realizan esta grafica se obtiene de tomar k copias de un intervalo y n — k + 1 copias
disjuntas dos a dos encima de las primeras.

Para casos més generales, resulta un poco mas complicado describir la grafica extremal, pero resulta
ser Unica. Mas aun, el siguiente corolario es cierto:

Corolario 3 Paran >k >d > 1,

d—1 , & k. k. d—1, 2k+d
< T - A .
t(n,k,d) < 2dn+(d 1)n+2(1 d)< 5y T o
y
d—1 , k
i kd) — (Lt (B

esta acotado por una constante cuando n tiende a infinito.

3 Helly fraccional para familias de cajas

Como ya mencionamos en la seccién anterior, el maximo numero de parejas intersectantes en una familia
de cajas F de tal manera que ningin punto esté en la interseccion de d + 1 elementos de la familia esta
dado por t(n, k,d). Asi el siguiente corolario es cierto.

Corolario 4 Sea ¢ > 0 un niimero real y sea F una familia de n cajas en R?. Si al menos (dz;dl + 6) n?
de las parejas de F se intersectan, F contiene una subfamilia intersectante de tamano dne — % + 1.

Demostracién. Suponga que no hay un punto en R? que esté en dne — g +1 elementos de F. Entonces
por el Teorema 2 y el Corolario 3 el nimero de parejas intersectantes de F debe ser menor que

-1 2(dne — &) +d —1
d 2 (dne — §) + n:(d +e>n2,

2d 2 2

lo que causa una contradiccion.

De esta manera podemos concluir el siguiente teorema fraccional:

Teorema 5 (Teorema Fraccional de Helly para Cajas.) [1] Para a € (1 — é, 1] existe un niimero
real B(a) > 0 tal que, para toda familia F de n cajas en R%, si una fraccién « de las parejas se intersectan
en F, entonces F tiene una subfamilia intersectante de por lo menos n.

De hecho se puede demostrar que si @« — 1, entonces S(a) — 1y se puede dar el siguiente teorema
mas refinado.

Teorema 6 [1] Sea F una familia de n cajas en R%, y sea o € (1 — 45, 1] un niimero real. Si al menos
a(g) de las parejas de cajas se intersectan, entonces existe un punto en la interseccion de (1—d+/1 — a)n
elementos de F.
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Algoritmos locales para detectar conjuntos de corte

D. Flores-Penaloza* J. Riveral M. Sorianof J. Urrutiat C. Velardet

Resumen

Consideramos un problema clésico de teoria de gréficas. Dada una gréfica simple plana conexa G
de n vértices, se desean conocer los conjuntos de aristas de cardinalidad minima que desconecten a
G. Existen diversos algoritmos que dan solucién a este problema, sin embargo, todas estas soluciones
requieren de que se conozca en todo momento la topologia de la grafica. Estas soluciones globales
(denominadas as{ porque es necesario conocer la grafica en su totalidad) son deficientes cuando se
intentan modelar redes dindmicas (redes donde los nodos estdn en constante movimiento). En su
lugar se utilizan algoritmos donde no es necesario tener el conocimiento pleno de la topologia de la
red (denominados algoritmos locales). En este trabajo presentamos una solucién local al problema de
la identificacién de los conjuntos de corte de cardinalidad minima, el cual presenta una complejidad
de O(nﬁ). También presentamos un algoritmo de enumeracién efectiva; este algoritmo local reporta
cada vértice y arista de G en tiempo O(nlogn).

1 Introducciéon

En anos recientes se ha observado que las graficas geométricas son ideales para modelar redes de com-
putadoras en las que la posicién es conocida, tal como redes ad-hoc, redes celulares y redes de sensores [6].
Estas redes se caracterizan por tener un alto grado de movilidad, por lo que normalmente se catalogan
como redes naturalmente dindmicas. Como consecuencia, la aplicacién de algoritmos con conocimiento
global de la red empiezan a ser ineficientes para este tipo de escenarios [6]. Muchos algoritmos trabajan
bajo la suposicién de que se cuenta con informacién global y centralizada sobre la topologia de una red
[7], 1o cual no es conveniente al tratarse de redes dindmicas, ya que el uso de memoria y el manten-
imiento de informacién es muy costoso. La construccién y mantenimiento distribuido (local por nodo)
es preferible debido a los recursos limitados (redes de sensores) y a la movilidad de los nodos [7]

Un algoritmo local se modela como un agente con memoria constante, que tiene la capacidad de migrar
de un nodo a otro, y que toma decisiones basado sélo en la informacién que contiene en su memoria,
y la ubicacién y conectividad del nodo en el que se encuentra. Los algoritmos locales son algoritmos
distribuidos, los cuales son altamente escalables, ademds de ser tolerantes a fallas y cambios sobre la
topologia de la red [5].

En esta investigacion presentamos una propuesta de solucién al problema de detecciéon de conjuntos
de aristas de corte en una grafica, mediante la utilizaciéon de algoritmos locales. Con ésto se intenta dar
una solucién distribuida y altamente escalable a este problema tan bien conocido. Los resultados de
esta investigacion estdn restringidos para gréficas (redes) geométricas planas simples y conexas.

2 Preliminares

Un algoritmo local se modela como un agente con memoria constante, que tiene la capacidad de migrar
de un nodo a otro, y que toma decisiones basado s6lo en la informacién que contiene en su memoria, y
la ubicacién y conectividad del nodo en el que se encuentra. Por lo tanto, todo nodo o vértice de una
grafica sélo tiene informacién de vértices que se encuentran a un salto de distancia de él [6].

*Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias, UNAM, México. Investigacién parcialmente apoyada por los
proyectos 168277 (CONACYT, México) y IA102513 (PAPIIT, UNAM, México).

TInstituto de Matemdticas, UNAM, México.

Instituto de Investigaciones en Mateméticas Aplicadas y en Sistemas, UNAM, México.
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En [6], se plantea el modelo de algoritmos locales en redes de la siguiente manera. Sea G una grifica
plana. Suponga que cada vértice v en G conoce su posicién en la gréfica (sus coordenadas) y la posicién
de sus vecinos. Existe un algoritmo deterministico que permitird a un agente A colocado en un vértice
u viajar a un vértice v bajo las siguientes condiciones:

e A tiene memoria constante. En todo momento A conoce sélo la posicién de u y v, y la posicién
de un nimero constante de nodos.

e Cuando el agente visita un vértice w, éste puede usar la lista de vértices adyacentes a él (sus
posiciones).

e A no deja marcas en su recorrido.

La primera restriccién trae como consecuencia que el agente A no tenga conocimiento pleno de la
topologfa de G [6]. Podria parecer que algunas de las restricciones anteriores son innecesarias; sin
embargo, si consideramos el comportamiento de redes tan grandes como Internet, entonces éstas se
convierten claramente en condiciones relevantes. Bajo este modelo, muchos problemas clasicos de teoria
de gréficas han sido resueltos, tales como la construccién de graficas planas [8], problemas de ruteo [3],
construccién de drboles generadores [1], asi como problemas de eleccién de lider [2].

Uno de los algoritmos referencia para el recorrido de graficas planas es el algoritmo de recorrido de
caras siguiendo la regla de la mano derecha [4], el cual fue inspirado en el recorrido de laberintos. El
algoritmo es simple, indica que si un jugador en un laberinto camina por éste colocando su mano derecha
sobre el muro siempre cuidando de no despegarla, entonces el jugador eventualmente visitara cada muro
del laberinto; si el laberinto es la cara de una gréfica plana, el jugador visitara cada arista y cada vértice
de la cara.

3 Algoritmo de Enumeracion Efectiva

Una gréfica geométrica plana conexa divide el plano en cierto niimero de regiones conexas, las cerraduras
de estas regiones se denominan caras. Si se elimina una de las aristas frontera de una de las regiones,
esta se mezclard y formard una nueva regién (cara) con la regién colindante a la arista que se elimind.
Si este procedimiento se realiza con todas las caras internas, al final quedara sélo una cara en la gréfica,
que serd la externa. Ademads, si durante el procedimiento se cuida de no romper la conexidad de la
grafica (no formar mds componentes conexas) entonces al final del procedimiento la gréfica resultante
serd un arbol. Por tanto, para reportar todos los elementos de una gréafica basta con hacer un recorrido
sobre ese arbol y mediante un conjunto de restricciones sencillas decidir cuando reportar un elemento.

El Algoritmo 1, al ejecutarse sobre una grafica, reporta exdctamente una vez cada vértice y cada
arista de G. A continuacion presentamos algunas definiciones relevantes a este algoritmo.

Definicién 1 Diremos que una arista e = {u,v} es dominante sobre el vértice u si, al trazar una
semirecta vertical a partir de u en la direccién (0,1), e forma el dngulo menor con esta semirecta.

Definicién 2 Sea e = {u,v} con e € E y u,v € V, cuyas coordenadas de los vértices en el plano son
u = (z1,y1) y v = (z2,y2). Se dird que la arista e estd siendo revisada por la izquierda si durante el
algoritmo, al estar posicionado el agente sobre el vértice u, xo > x1. Para el caso donde x1 = x3, se dira
que la arista e estd siendo revisada por la izquierda si yo > y;.

Definicién 3 Sea f una cara de G y u el vértice con abscisa mayor en f (en caso de empate, u tendrd
la ordenada menor de los vértices empatados). La arista de entrada en f serd aquella arista de f que
sea adyacente a u y que, al trazar una semirecta vertical a partir de u en la direccién (0, —1) y medir
los angulos en sentido negativo, forme el angulo menor en valor absoluto con la semirecta.

Sea G = (V,E) una gréfica geométrica plana conexa, donde V denota el conjunto de los vértices
pertenecientes a Gy E el conjunto de las aristas. El Algoritmo 1 describe el procedimiento para
reportar cada arista y vértice de G exactamente una vez, a través de un recorrido completo de la grafica.
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Algoritmo 1 Algoritmo de enumeracién efectiva

Entrada: Gréfica geométrica plana conexa G = (V, E), u tal que u € V
Salida: Reporta una vez cada vértice y arista de G
1: Sea ey, = {u,v} la arista dominante de u

2: Sea a = (u,v) una direccién sobre e,
3: La arista de inicio del recorrido sera e,
4: La direccién de inicio del recorrido sera a
5: repetir
6: Seaa= (u,v)
7 si e, es la arista dominante de u© entonces
8: Reportar el vértice u
9: finsi
10: si e, estd siendo revisada por la izquierda entonces
11: Reportar la arista e,
12:  fin si
13: si e, es una arista de entrada entonces
14: Ahora e, sera la arista siguiente en el recorrido de la cara siguiendo la regla de la mano derecha y sin
tomar en cuenta la arista {u,v}
15: Sea e, = {u,w}, ahora a = (u,w)
16: si no
17: Ahora e, serd la arista siguiente en el recorrido de la cara siguiendo la regla de la mano derecha
18: Sea e, = {v,w}, ahora a = (v, w)
19:  fin si

20: hasta que e, y a sean los valores de inicio

Al realizar el recorrido de la grafica se evita recorrer todas aquellas aristas que sean de entrada, por
lo que el recorrido realizado sobre G sera equivalente al recorrido sobre un arbol generador en la grafica.
Por ésto, cada arista sera revisada dos veces, una en cada sentido, incluso las aristas de entrada, ya que
antes de ser descartadas en el recorrido tendran que ser evaluadas para ver si son aristas dominantes de
algun vértice o verificar si deben ser reportadas o no.

Un vértice sera reportado s6lo cuando él ha sido elegido como vértice u y la arista que se estd revisando
(ey) es su arista dominante, lo cual sélo pasa una vez. Por otro lado, una arista sélo serd reportada
cuando sea revisada en un sentido, en particular, cuando u sea el vértice con coordenada menor.

Se puede demostrar que el algoritmo de enumeracién efectiva (Algoritmo 1) tiene un costo total de
tiempo O(nlogn).

4 Deteccién de conjuntos de corte de cardinalidad m

Una arista e es una arista de corte en G si al eliminarla, la subgréfica obtenida tiene més componentes
conexas que G. Asimismo, un conjunto de corte ¢ es un conjunto de aristas de G tal que G\c¢ incrementa
el nimero de componentes conexas en la subgrafica restante, mientras que la eliminaciéon de cualquier
subconjunto propio no lo hace.

Siguiendo estas definiciones, podemos obtener los siguientes lemas, cuyas demostraciones omitimos.

Lema 1 Una arista e € G es de corte si pertenece sélo a una cara.

Lema 2 Sea G una gréfica plana conexa, c un conjunto de corte de cardinalidad k > 2 y sea e; un
elemento de c. Al realizar G\e;, en la gréfica resultante, c\e; sigue siendo un conjunto de corte de
cardinalidad k — 1 en G\e;.

Lema 3 Sea c un conjunto de corte y cy el conjunto de caras a las que pertenecen las aristas de c. El
conjunto c y el conjunto cy tienen la misma cardinalidad.

Lema 4 Sea ¢ un conjunto de corte de cardinalidad k > 2 y cy el conjunto de las caras a las que
pertenece c. En la gréafica dual, los elementos de cy forman un ciclo.
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Por el Lema 4 sabemos que, para encontrar un conjunto de aristas de corte de tamano m es necesario
buscar una secuencia de m aristas que formen un ciclo de tamano m con las caras a las que pertenecen.

La siguiente operacién nos permite comparar dos aristas dadas. Dadas e = {u, v}, con las coordenadas
de u lexicogréficamente menores que las de v, y f = {p, ¢}, con las coordenadas de p lexicograficamente
menores que las de p, decimos que e < f si (u,v) <jex (P, q)-

Se puede verificar que cada cara de una grafica plana G tiene una arista de entrada distinta. Dada
una arista (orientada) e, podemos determinar en tiempo O(n) qué caras tiene a su izquierda y a su
derecha, recorriendo esas caras e identificando sus aristas de entrada.

El Algoritmo 2 reporta, dada una arista e, todos los conjuntos de aristas de corte de cardinalidad m
a los que pertenece e, tales que e es la arista mayor del conjunto de corte.

Es facil ver que, segin el tamano del conjunto de corte es el niimero de caras que se deben recorrer,
pues un conjunto de corte de tamanio m forma un ciclo de tamano m en la grafica dual. Por lo tanto la
complejidad del algoritmo estard dada por el tamano del conjunto de corte que se desea obtener.

Algoritmo 2 Reportar los conjuntos de corte de cardinalidad m a los que pertenece una arista

Entrada: Gréfica geométrica plana conexa G = (V, E), arista e = {u,v} tal que e € E, lista F' de aristas a
ignorar, vacia por defecto.

Salida: Reporta todos los conjuntos de corte de cardinalidad m que forma e con las demds aristas de la grafica
menores que e.

1: Sean Carae y Cara;n.,(e) las caras a las que pertenece e, ignorando las aristas de F.

2: si m = 1 entonces

3 si Cara. = Carain, () entonces

4 reporta a {e} como un conjunto de corte de cardinalidad 1.

5: devolver {{e}}

6 si no

7 No hay ningtn conjunto de corte.

8 devolver {}

9 fin si

10: si no

11: Realizar el recorrido de una de las caras, ignorando las aristas de F', en este caso el recorrido se haré sobre
Carae

12:  para cada arista f de Carae, tal que f ¢ F'y f < e hacer

13: Sea F' = F U {e}

14: Sean C = {c¢;} los conjuntos de corte de tamafio m — 1, calculados recursivamente con pardmetros G,

fyF.

15: Reporta cada conjunto de corte de tamano m — 1, aumentado con la arista e.

16: devolver {{e}Uc;|c; € C}

17: fin para

18: fin si

Asi como ejemplo tenemos que, dada una arista e, para encontrar un conjunto de aristas de corte
de cardinalidad 2 a los que pertenece e sélo es necesario encontrar a que caras pertenece e, y hacer
un recorrido sobre una de esas caras y por cada arista menor que e revisar a que caras pertenece. Si
se encuentra una arista f de corte en G\{e}, entonces se reporta a {e, f} como un conjunto de corte
de cardinalidad 2. La complejidad temporal del algoritmo para encontrar un conjunto de corte de
cardinalidad m, que contiene a e como su arista mayor, es O(n™).

5 Detecciéon de conjuntos de corte de cardinalidad minima

El algoritmo tomara como entrada una grafica geométrica plana conexa y para cada una de las aristas
de la grafica revisara si es arista de corte; si es asi, las aristas de corte seran reportadas y el algoritmo
terminard. De lo contrario, para cada una de las aristas de la gréfica se reportardn (si es que existen)
los conjuntos de corte de cardinalidad 2 a los que pertenecen (como arista mayor). Este procedimiento
se seguird hasta encontrar por lo menos un conjunto de corte, que para el peor de los casos, serd un
conjunto de corte de cardinalidad 5 (por tratarse de gréficas planas).
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Algoritmo 3 Algoritmo que reporta los conjuntos de corte de cardinalidad minima

Entrada: Gréfica geométrica plana conexa G = (V, E), u tal que u € V.
Salida: Reporta el o los conjuntos de corte de cardinalidad minima en G.
1: m < 1; continuar < true
2: mientras continuar hacer
3:  recorremos cada una de las aristas de G utilizando el algoritmo 1 de enumeracién efectiva
4: para cada arista e € E hacer
5 devolver los conjuntos de corte de cardinalidad m a los que pertenece e como arista mayor, utilizando
para calcularlos al algoritmo 2
6 si se reporté algin conjunto de corte entonces
7: continuar < false
8 fin si
9: fin para
10: fin mientras

Para verificar los conjuntos de corte de cardinalidad k en la gréafica, se debe realizar un recorrido
completo de la misma. El recorrido de la grifica tiene una complejidad de O(nlogn). En el peor de los
casos, se deberan buscar conjuntos de corte de cardinalidad 1, 2, 3, 4 y 5 para cada arista. Por lo tanto,
la complejidad total del algoritmo queda de la siguiente forma

O(nlogn) 4+ n(O(n)) + n(O(n?)) + ... +n(O(n®))

lo cual resulta en la complejidad de O(n®).

6 Conclusiones

A lo largo de la presente investigacién, se estudié un problema muy conocido en graficas como es la
identificaciéon de conjuntos de corte, y se ha presentado una propuesta de solucién al problema de
encontrar el o los conjuntos de corte de cardinalidad minima en una grafica geométrica plana conexa, de
manera local. Como una propuesta de trabajo a futuro, se tiene la implementacién de estos algoritmos
locales en redes fisicas que necesiten de algoritmos de este tipo, como las redes de sensores o las redes
ad-hoc. Otra propuesta es la mejora en la complejidad temporal de los algoritmos, o en su defecto, la
demostracion de que estas cotas son justas para este problema en particular.
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