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Casi completamente extraido de los problemas de
R. Brualdi. Introductory Combinatorics. North Holland, 1979

I Principio de Inclusién y Exclusion

1. Demuestre el principio de inclusién y exclusién.

2. Use el principio de inclusion y exclusion para dar una férmula para
los desarreglos D,,.

. Cuantas 10-combinaciones tiene el multiconjunto {3 -a,4-,5-¢}?
. Cuéntas 12-combinaciones tiene el multiconjunto {4-a, 3-b,4-¢,5-d}?
{Cuantas 10-combinaciones tiene {co - a,3-b,5-¢,7-d}?

Sea X ={1,2,3,4,5}. ;Cuantas funciones biyectivas f : X — X hay
que satisfagan x + f(z) # 6 para toda z € X7

S o W

7. ;Cuantos numeros entre 1 y 10,000 (inclusive) no son divisibles entre
4,6,7,107

8. (Cuantos nimeros entre 1 y 10,000 (inclusive) no son cuadrados per-
fectos ni cubos perfectos?

9. Determine una formula para el nimero de permutaciones de {1,2,...,n}

tal que exactamente k£ ntimeros estdn en su posicién natural.

10. Use un argumento combinatorio para mostrar que:

(o (o ()

(Aqui, defina Dy = 1)

11. Use el principio de inclusién y exclusién para probar que:

(0)-xe()()

II Relaciones de Recurrencia

1. Demuestre que si f(n) y g(n) son soluciones de una relaciéon de recur-
rencia lineal y homogénea de orden k entonces af(n)+bg(n) también
es solucién de la recurrencia para cualesquiera constantes a y b.



Suponga que ¢ es una raiz triple de la ecuacién caracteristica de una
relacién de recurrencia lineal y homogénea de orden k. Demuestre
que ¢", ng" y n%q™ son soluciones de la recurrencia.

Proporcione una féormula cerrada para los numeros de Fibonacci.

4. Proporcione una férmula cerrada para el nimero de movimientos

requeridos para resolver el problema de las torres de Hanoi.

Sea h(n) el nimero de maneras en que se puede colorear un tablero
de 1 xn casillas con los colores de la bandera mexicana de tal manera
que no haya dos cuadros adyacentes coloreados de rojo. Encuentre y
resuelva una relaciéon de recurrencia para h(n).

Resuelva las siguientes relaciones de recurrencia con las condiciones
iniciales dadas:
(a) H(n) = 4H(n - 2),

H(0)=0,H(1)=1.
(n)=H(n-1)+9H(n—2) —9H(n — 3),
(0)=0,H(1)=1,H(2) = 2.
(n)=8H(n—1)—16H(n —2),

(0) =-1,H(1) =0.

( 3H(n—2)—2H(n — 3)

(0)=1,H(1) =0, H(2) =

( 5 H(n - 2) 4H(n —3)+8H(n —4),

H(0)=0,H(1) =1, H( )=1,H(3) =
Resuelva las siguientes relaciones de recurrencia con las condiciones
iniciales dadas:

(a) H(n) = (n+2)H(n —1); H(0) = 2.

(b) H(n) = ;27 H(n —1); H(0) = 1.

(¢ Hm)=HMn—-1)+H(Mn—-2)+---+ H(0); H0) = 1.
(d) H(n) = 2H(|n/2)); H(0) = 1.

( )

e) Hn)=n+ H(n—1); H0) =0.

8. ;Cuénto tiempo tarda en ejecutarse el algoritmo mergesort?

10.

11.

12.

(Cuénto tiempo tarda en ejecutarse el algoritmo quicksort en los
casos: peor, promedio y mejor?

;,Cuanto tiempo tarda en ejecutarse el algoritmo recursivo para cal-
cular nimeros de Fibonacci? ;El algoritmo iterativo? ;El algoritmo
que usa la solucion explicita de la relacién de recurrencia?

Muestre que el conjunto de todas las tablas de diferencias que tienen
primera diagonal finita (es decir = cg,¢1,...,¢%,0,0,0,...) es un es-
pacio vectorial.

Muestre que una tabla de diferencias est4 determinada por su primera
diagonal.



13. Dada una funcién f: N — R sea T su tabla de diferencias. Muestre
que Taf+ﬁg = an + ﬁTg.
14. Muestre que f(n) = (Z) es una funcién cuya tabla de diferencias T’

tiene primera diagonal igual a cero en todas sus entradas excepto en
la entrada k-ésima en donde vale 1.

15. Muestre que f : N — R es un polinomio si y s6lo si su tabla de
diferencias Tt se anula a partir de cierto rengléon. Muestre existen
funciones g : R — R tal que g no es un polinomio, pero su tabla de
diferencias Ty si se anula a partir de cierto renglén.

16. Proporcione una relacién de recurrencia para el nimero de regiones

en que se divide el espacio con n planos en posicién general. Resuelva
esa recurrencia.

III Funciones Generadoras

1. Sea ¢ un ntmero real. Determinar la funcién generadora para la se-
cuencia de ntmeros: ¢® = 1,¢',¢2,...,¢", ...

2. Determinar la funcién generadora de cada una de las siguientes se-
cuencias de nimeros:

) 1 1, (D),
( ) (‘2’)»~~,(—1)”(Z),~~

0,— -1,1,-1,
7,. n+5

(a

(b)

()

(d)

(e) 1/0!, 1/1' 1/21,. 1/n!,...

(f) 1/01, —1/11 1/2' (=D nl

3. Resuelva las siguientes relaciones de recurrencia usando funciones
generadoras:

()
0,0,
5,6,

(a) an =4an—2; a9 =0,a1 = 1.
) Gp = Qp_1+ Qn_2; ag = 1,a1 = 3.
(¢) an =an—1 +9an—2 —9a,_3; a0 =0,a1 = 1,a9 = 2.
(d) an =8an—1 —16a,_2; ag = —1,a1 = 0.
) ap = 3an—2 — 2a,-3; ap = 1,a1 = 0,a9 = 0.
) Gp =b5ap_1 — 6an_o — 4a,_3 + 8an_4;
ag = O,Cll = 1,&2 = 1,a3 = 2.
(g) an =2ap-1 —4ay_2+ 8an_3 + 16a,_4;
apg = 1,CL1 = 2,a2 = 1,a3 =2
4. Calcule los primeros 6 términos de las sucesiones que tienen por fun-
cion generadora a:

142
() 1r5rae

14322
(b) 1+2x+x’§+5x4

2
() F555r



5. Determine la funcién generadora de la sucesion de cubos:
0,1,8,27,...,n%, ...

6. Una particion de un entero positivo n es una representaciéon de n
como una suma de enteros positivos. El orden de los sumandos no se
considera al contar particiones, por ejemplo el 4 tiene exactamente
cinco particiones: 4,3+1,2+2,24+14+1y 1+ 1+ 1+ 1. Denotamos
por p(n) el ntmero de particiones de n (por ejemplo p(4) = 5). Defina
p(0) = 1. Entonces:

(a) Muestre que p(n) es el nimero de maneras de distribuir n ob-
jetos idénticos entre un namero indeterminado (arbitrariamente
grande) de cajas idénticas.

(b) Muestre que p(n) es igual al nimero de soluciones (en enteros no
negativos) de la ecuacion n=1-z1+2-29+3-23+ -+ n-x,

(c) Muestre que la funcion generadora de la sucesion
p(0),p(1),p(2),...,p(n),... estd dada por el producto infinito:

I
k=1

(d) Sean tq,ts,...,t, enteros positivos distintos. Sea ¢(n) el nimero
de particiones de n en donde los sumandos son tomados del con-
junto {t1,ta,...,tm}. Define ¢(0) = 1. Muestre que la funcién
generadora para ¢(0),q(1),q(2),...,q(n),... es:

(1- xt’“)_l

s

k=1

IV Teoria de las gréficas

1. Enuncie y explique tres aplicaciones de Teoria de las Graficas.

2. Muestre que en toda grafica, el nimero de vértices de grado impar es
par.

3. Muestre que K33 no se puede dibujar en el plano sin cruces.

4. Sea A la matriz de adyacencia de una grafica. ;Que informacién nos
da A?? Demuéstrelo.

5. Muestre que en todo arbol, cada par de vértices estd conectado por
una unica trayectoria.

6. Muestre que en todo arbol, el ntmero de aristas es igual al ntmero
de vértices menos uno.

7. Muestre que todo arbol tiene al menos dos vértices de grado 2.

8. Muestre que si un arbol T tiene un vértice de grado k, entonces
también tiene al menos k vértices de grado 1.



10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

Sea G una grafica con n vértices y n — 1 aristas. Muestre que son
equivalentes:

(a) G es conexa.
(b) G no tiene ciclos.
(c) G esun arbol.

Muestre que una grafica conexa es arbol si y sélo si toda arista es
una arista de corte.

Muestre que toda grafica tiene un subarbol generador.

Muestre que toda grafica conexa de n vértices tiene al menos n — 1
aristas.

Si T es un subarbol generador de una gréfica G y e es una arista que
no estd en T entonces T + e tiene un tnico ciclo.

Demuestre la formula de Cayley: 7(G) = 7(G — ¢) + 7(G/e). (Aqui,
7(Q) es el namero de arboles de G).

Muestre que 7(K,,) = n"2.

Muestre que si e es una arista de K,,, entonces
(K, —€) = (n—2)n"3.

Describa el algoritmo de Kruskal. Demuestre que es correcto.
Asegurese de saber usar el algoritmo de Kruskal.

Pruebe que una grafica G posee un camino Euleriano si y sélo si G
tiene cuando mucho dos vértices de grado impar.

Muestre que G es Euleriana si y solo si L(G) es Hamiltoniana.

i Por qué no se puede usar el ejercicio anterior para verificar la Hamil-
toneidad de una grafica dada de manera eficiente?

Pruebe que si G tiene al menos 3 vértices y el grado minimo es al
menos 1|G|, entonces G es Hamiltoniana.

Un apareamiento M de G es méaximo si y s6lo si G no tiene una
trayectoria M-aumentadora.

Sea G una grafica bipartita con particion {X,Y}. Entonces G con-
tiene un apareamiento que satura a X si y solo si |[N(S)| > |S| para
todo S C X.

Tome un tablero de ajedrez y serruche dos esquinas opuestas. Muestre
que lo que resta del tablero no se puede cubrir de manera exacta con
dominés.

Describa el método hingaro. Muestre que es correcto.

Asegurese de saber usar el método hungaro.



